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يسم أللة الرحمن الرحية 





المقنمة : 
هذا الكتاب مخصص لطلبة الصف الخامس العلمي ضمن سلسلة كتب الرياضيات لطلبة الدراسة 
الأعدادية ( الفرع التطبيقي) . حاولنا أن نضع بين أيدي أبنائنا الطلبة كتاباً يستطيعون من خلال دراسته 
متابعة المفاهيم والمصطلحات الواردة فيه .وادراك هذه المفاهيم ومن ثم أكتساب المهارات المترتبة عليها. 











ويتكون من تسعة فصول 
الفصل الاول اللوغاريتمات وكيفية استخدام الالة الحاسبة ٠‏ احتوى الفصل الثاني على المتتابعات 
اما الفصل الثالث فقد احتوى على القطوع المخروطية مقتصراً على موضوع الدائرة. 
وقد أحتوى الفصل الرابع على الدوال الدائرية ورسم منحنيات الدوال الدائرية البسيطه اما الفصل الخامس 
يتضمن غاية الدالة واستمراريتها. اما الفصل السادس فقد احتوى على المشتقة والقواعد الاساسية للمشتقة 
ومشتقات الدوال الدائرية وتضمن الفصل أيضاً على تطبيقات هندسية وفيزياوية ويتضمن الفصل السابع 7١‏ 
تكملة موضوع الهندسة الفراغية واحتوى الفصل الاو و والتوافيق والاحتمال 
ونسبة الاحتمال . وينتهي الكتاب بالفصل التاسع المصفوفات وكيفية حل جملة معادلات خطية في 
متغيرين أو أكثر . 

لذا نرجو من الله العلي القدير أن يوفق أبناءنا الطلبة الى ما فيه الخير لهم ولبلدنا العزيز ونأمل 
من زملائنا المدرسيين موافاتنا بملاحظاتهم بهدف التطوير 
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المؤلفون 
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اللوغاريتمات ‏ 00231/11111115 ا 
1-1]نبذة مختصرة عن اللوغاريتمات . 
٠‏ -]] الدالة اللوغاريتمية . 
٠ |‏ [1-3] خواص الدالة اللوغاريتمية . 
1-1] اللوغاريتمات العشرية . 

-1] اللوغاريتمات الطبيعية . 
« [1-6] استخدام الالة الحاسبة . 


23 


اللوغاريتمات العشرية “ا 100 > /ا 
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[1-1] نبذة مختصرة عن اللوغاريتمات 
اكتشفت اللوغاريتمات في أوائل القرن السابع عشر من قبل الملاك الاسكتلندي جون نابيير 

(1550 - 1617م) الذي كان شغوفاً بالرياضيات ومن اهم اعماله استخدام اللوغاريتمات التي 
ساعدت في تبسيط الحسابات الفلكية المعقدة التي تحتوي في اغلبها عمليتي الضرب والقسمة وتحويلها 
الى عمليتي الجمع والطرح وكان كتابه ((توصيف قواعد اللوغاريتم المدهشة)) الذي نشره في عام 
4م . وقد حوى هذا الكتاب اولى الجداول اللوغاريتمية التي استغرق اعدادها 20 سنة. 
الفكرة الأساس القائمة عليها اللوغاريتمات هي تحويل الاعداد على شكل أس والتعامل معها عوضا 
عن الاعداد الاصلية. 
واليك بعض المجالات التي تستخدم فيها اللوغاريتمات: 
* استخدامه في قياس قوة الزلزال على مقياس ريختر. 
” يصف الرقم الهيدروجيني للمادة (511) درجة حموضة المادة 
التي تحسب باستخدام اللوغاريتمات للأساس 10 حيث: 
الرقم الهيدروجيني [* ]١!‏ و10 - - ام 
*1! تركيز أيون الهيدروجين في المادة 
*يستخدم في قياس شدة الصوت (ا) بالديسيبل حيث: 

١090 3,‏ 10 - ا حيث 3: شدة الصوت (و/م') 

0 : اقل شدة للصوت تستطيع إذن انسان عادي ان تميزه . 
*حساب سرعة الصواريخ (5) حيث: 
كا مالا + 0.0098 - - »ع 
0 زمن اشتعال وقود المحرك. 
ل: سرعة انطلاق البخار كم/ ثا. 
»ا: نسبة كتلة الصاروخ محمل بالوقود الى كتلتة بدون وقود 
0 اللوغاريتم الطبيعي. 
* في الاحصاء يستخدم في حساب الفائدة المركبة المستمرة ؟1 حيث: 
7 المبلغ المستثمر. 
!: الفائدة. 
0 عدد السنوات . 
“حساب الوسط الهندسي - (؟6... (,*) (,») (,2) /؟ 
في البنود اللاحقة سندرس اللوغاريتمات العشرية والطبيعية . 


رد :”7 


6 


9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 
ها اوس ب -إب) يج احج سس لس سمخ 


08. 3ن3.م /ن3.ع 306.ع 305.ع 304.ع 303.م 302.ع 30م اع 
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[1-2] الدالة اللوغاريتمية 1101ءطاناط عأتطاط] :0ه ا 
لقد درست في الصف الرابع العلمي الدالة الأسية: 
1 ع 3 , 0< 2,2 - («؟ , م دعم :]1 وهي دالة تقابل 
ولانها دالة تقابل فلها دالة عكسية ( 11 ) حيث 8 د نه 1ع 
وهي تقابل ايضاً وتدعى هذه بالدالة اللوغاريتمية 
ولتوضح ذلك: الجدول أدناه يمثل بعض الازواج المرتبة التي تمثل الدالة "2 - لا 





٠ - 2* بالإعتماد على النقاط :- ((ل , 1-) , (0,1) , (1,2) , (4)2,4 رسمنا المنحني البياني‎ |١١١١ 
-: ويمكن رسم المنحني البياني للتقابل العكسي بالإعتماد على نظائر هذه النقاط والتي هي‎ | 
1 | 
,)ا‎ -1( , )1,0( , )2,1( , )4,2([ | 


| والشكل المجاور يوضح ذلك. 





“سا هه وم يوئر -- يوك ان ار ك6 وي كك زورون بون و ل ان 6 ال كك ار ك0 ير او لك ور كك ازور عييوة رين 5-8 الربوط” اوور الإ كك اوور الللادة واس اتر_يو ك0 إن 


[ الدالة اللوغاريتمية : 1 


يرمز للدالة العكسية للدالة *2-لا بالرمزلا ©ه-1-<ا فنقول ان ا هو لوغاريتم لا للاساس 3. ُ 
ويمكننا ان نكتب العلاقة الاتية: ( 


ٍ 1 
1 
١‏ *2 ح لا 2 لاوما -* ( 
١ 2 (5‏ 
/ 
ا 1 “2 ,3<0, نمع يار , هحير () 





كنب كلا مما يأتي بالصورة اللوغاريتمية: 
 80.001-103 802 - 7‏ 125-:605 





الحل: من المعلوم ان ”3 - لا ج> لا ٠69‏ - » 





الحل : من المعلوم ان “8 - لا جه « - لا وها 


1 
0 
ل 


3 -125 وها تكافىء 125 - :5( 
35 
3- -0.001 وها تكافىء 3- 10 - 0.001 ([) 
5 - 2 وها تكافىء 32:5 - 2 6 
32 





اكتب كلا مما يأتي بالصورة الاسية: 
4 - 10000 و١٠١٠ #١١‏ 2 -64 وها ا 2 - و49 وه٠‏ لا 
و0٠‏ 69 © كل 


2 - 49 جه 2 - 49 وها 

2 -64 جه 12 -64 وها 
02 

0 - 10000 ج 4 - 10000 وها 


[1-3] خواص الدالة اللوغاريتمية 


##انكل عدد حقيقي موجب لوغاريتم. : 
##اليس للعدد الحقيقي السالب لوغاريتم. : 
(#ابما ان الدالة اللوغاريتمية تقابل فان: / 

**8 ب لز , * ا , لا وها -» وها <> نا - ي» : 


انما كان 0 < 2غ 1 + 2 لكل ** ١‏ ح لإ,ءا سنقبل القواعد الاتية بدون برهان: 
لا 09 + 09 -- (لا») 9ه0ا ا 

لا 09 ا 5 “ا 09 ا - (لا/<) 69 ا 0 

8 ح و "ف , (“) 09 - " “ا وها 2 

1[ - 2 00 ا 8 

0 - 1 وما 3 


لديا - يوسي سر اساب ‏ باسوو امسا اسار وباس باون 5 


1 
ج25 ر ص هه 1 سم ره سم يسم س0 6 2 جة-- اسان ويسم 5 سوسم ل صوق ريسم د دم - | 


















مغالطات قواعد اللوغاريتمات: 


لا ©6069 . ا 609 ا + (لا“ا) ©6 ا * ١‏ 
2 37 :نما 3 أ 


0 عدا لا. لقت ع ربا/كء*ا) 0ه | * / 
اتلى ‏ لصح انل لم 


535 


(منواؤ» 






* 169) ب "ءا و0 ا 3 ١‏ 











أثيت ان +- 
1 -(2/3) 09 2+*) و0 -(17/5) وها 
ظ الطرف الايسر: 
*(2/3) و0 7 5 09 - 17/5 9ه0ا 
(ك. 2ل ) وها بعد الاختصار نحصل على 
3 1 1[ - 2 وها الطرف الايمن 


حل المعادلات الاتية: 
3 - 343 وها 5 »ا - 1/125 وها 8 6- 4 وما © 4 - »دوه ا( 
الحل : 4 -»ا ج 4 -»عروما ([ 
مج - (4)81 جح 81 -» 

“ا - 26 جه عير - 64 هج 64-6 وما (© 

2 + -ي» 0 

لملا ؟ مج - (12 
* 5 - 1/125 ج « - 1/125 وما ا 

3- - دي جا *5 - 53 

مج - (3- ) 
3ير- 735 جه ذير- 343 ج 343-3 ,وها © 

2025-7 








مج - 277 
















([وجد العدد الذي لوغاريتمه للاساس (1/4) هو (2.5) 
© جد اساس العدد (0.01) الذي لوغاريتمه (1) 
جد لوغاريتم العدد (1/8) للاساس (2) 

الحل : 

ا نفرض العدد - 1 > 2.5 - 09 
2 ح- <*ا جه 1/)22(25- »« جه 1/4(25) - *« .: 
5 نفرض الاساس - ا > [1 - 0.01 ©60ا 

1 - << جح ايا - 001 
اج تفرص اللوغاريتم - 26> 18-94 60ب 
3 --يااج 35 2 -*2 ج *2 - 1/8 














35 ات تمارين (1-1) 
٠‏ © جد قيمة < لكل مما يأتي: 

> - 0.00001 وم © 4- - 16 وه 5 - يم 09 به 

| ا[ اكتب الصورة الاخرى لكل مما يأتي: 

1 - :(0.01) ا( 2- - 1/25 وما 9 343 - : 7( 4 - 10000 بو 


() فيما يلي علاقات غير صحيحة دائماً. أعط 2 - عاء 3 - لاء حيث 0) < 3 وبين ذلك: 
لا ١٠60©‏ + "ا ©1600 + (لا + *) 60 ا © ا 
لا 09 ا . »ا 09 ا + لاا 09ا ا 


ً) »ا 09 ا ) + 4« 0و6 ا 6 








لي جد قيمة ما يأتي : 
6 09 2 5 09 4 + 40/9 09 له 
20 3 3- 25 0 + 8 - © 
(2 + «) / (2 - *) 09 ا + 2 - “) 00 ا 2 - 5 00 ا 0 
اذا كان 0.3010 - 2 109 , 0.4771 - 3 09 جد قيمة كل مما 0 


2 وها ع 2000 09 0 2 وها عه 
جيل 







/ 1 
1 
لم 


)©[ ٠5و‎ .) 2«- 1( + ٠69 8» + (4كى‎ - | 05 

3 - (5 -<*) وها! - (5 + * 3) 3 .وه © 

“ا - 12 وها + 132/121 وه! - 5/66 وها + 5 وما © 
2 09 + 1 - (1 + “«3) وها 0 “ا3) 09 ا 1 





7[#حل المعادلات الآنية: 












[1-4] اللوغاريتمات العشرية ١00211152115‏ 121أع06] 

سبق ان درسنا اللوغاريتم لاي اساس 0 < 3 , 1 + 3 
والان سنتعرف على لوغاريتم اساسه 10 - 3 يسمى اللوغاريتم العشنري (اللوغاريتم الاعتيادي 
١00311111177 |‏ 0011111011) وقد اتفق على عدم كتابة الاساس (10) حين استعماله. 







١‏ أفمثلا: 7 وها يكتب 7 وها . 0.06 09! يكتب 0.06 09 ا 
10 


* و0 ا بكتب ا (©0© ا 
1 
ا ٠‏ 5 .و * 5 ثيل 0- 
'| ومن المفيد هنا ان نذكر م - "107 وما فمثلاً: 5 - 1009105 2- - 10910 - 0.01 وها 


[1-5] اللوغاريتمات الطبيعية 002311141117 | ١|13ل‏ ألم 
تعرفت في بند [1-4] على اللوغاريتمات العشرية حيث كان الاساس (10) والان سنتعرف علي 
اللوغاريتمات التي اساسها ١‏ 
حيث 2.718281828459045- » ويمكن ايجاده ( ) حيث ه - "(1+1/0) 107 
وبالتقريب تكون 2.71828 - ع 


وإذا فرضنا !١‏ حل فإن مج( إذا كانت 


أ 24 14 | جع -*(+1) ا 
23 01م | 0 
ويصبح القانون » >"( +1) 1100 | 2.71692393 1 | بشكل : 


2653 01))) 
2.654 1))) 
2567 0001) 
2.559 1)) 
2.61 1ه)) 





والتي تسمى باللوغاريتمات الطبيعية وتكتب بالشكل ))11١((‏ لتميزها عن اللوغاريتم العشري ((109)) 


ُ انر بي 


من تعريف (الدالة اللوغاريتمية) لو بدلنا الاساس 3 بالاساس © نحصل على 


*© ح بز ج لز اا - يم« 


قواعد اللوغاريتمات الطبيعية نفس قواعد اللوغاريتمات العشرية 


8 »5 بن , ا حا *هج زرا 


© ا >< - *ع زرا 


001) 


الطرف الايمن - 





1 + 3 , 0 <ه 





*ا 660 ا ع 11لا 
لد دز 100ل , - ا 00 ا 
1090 5 1071| 3 
البرهان : الطرف الايسر . 
)1( .م الآا8 > -<<ا جد<<ا و10 - لا نفرض 


بأخذ اللوغاريتم الطبيعي لطرفي العلاقة 1 
اج ضما - ءا ضرا 


الطرف الايمن - 3 1ا/ ا 6 ا - لا ج 3 قالا - كا ما 


- َه 


»م 


و 


1/ ٠69 15+ 1 /٠69 15 ما قيمة‎ 

الحل : 

(15 صضا/ 5 صا)+ر 15 صا/ 3 صا) - رذ صام/م 15 صل)/م/ 1 + (3 صام/ 15 صا )/ 1 
1 - 15 صا/ ذ1 صا 15 صاثمررة صاء 3 صا) - 





[1-6] استخدام الآلة الحاسبة 
بعد دراستنا للوغاريتمات العشرية والطبيعية وبعض قوانين اللوغاريتمات. الان سندرس 
كيفية استخدام الحاسبة (031©0413401) لأيجاد لوغاريتم عدد ولوغاريتمات الاعداد المقابلة. 


أو اي: ابجاد لوغاريتم العدد : 
| ) في حالة اللوغاريتمات العشرية (09ا) 
* نكتب العدد المعطى ثم نضغط على المفتاح 109 فيظهر الناتج . 


/_ : 


| سبتخدم التك الحاسبة لتجد : 


© ٠6و‎ 1.5 





الحل : 
| [1 نكتب 7 ثم نضغط وما الناتج - 0.84509804 
اي 0.84509804 - 7وها 
نكتب 13 نضغط 09 الناتج - 1.113941352 
( نكتب 0.08 نضغط وها الناتج - 1.096910013 - 
( نكتب 1.5 نضغط وها الناتج - 0.176091259 


إب) في حالة اللوغاريتمات الطبيعية ((10)) 
* نكتب العدد نضغط المفتاح 1 ا فيظهر الناتج 
7 د 


1.5 مجع 008 كل ) 13 مايع 
الحل: 


0 نكتب 7 نضغط ا الناتج - 1.945910149 

([ نكتب 13 نضغط ا الناتج - 2.564949357 

([ نكتب 0.08 نضغط ا الناتج - 2.525728644 - 

([ نكتب 1.5 نضغط ما الناتج - 0.405465108 ادر 
0-6 لوكا 






7 يكل 0 













ثانيا: أيجاد العدد المقابل اذا علم لوغاريتمة 
( أ ) في حالة اللوغاريتمات العشرية 

*" نكتب لوغاريتم العدد المعطى نضغط على مفتاح 2001 (او في بعض الحاسبات /ال!!) 
ويكون لونه عادة ((اصفرء ازرق ...)) ثم نضغط على 1١00‏ فيظهر العدد المطلوب . 





ام آلتك الحاسبة جد الاعداد المقابلة التي لوغاريتماتها العشرية هي: 
9 1.096910013 - 0 1.113943352© 0.84509804 81 
الحل: 
أ [ نكتب 0.84509804 نضغط 20058 ثم نضغط 09 فيظهر 7 
| (# نكتب 1.113943352 نضغط 2001 نضغط وها يظهر 12.9999999 - 13 
|9 نضغط مفتاح [ - ] نكتب 0.096910013 ثم نضغط [ -] 
فيظهر 0.096910013- ثم نضغط 2001 ثم ١09‏ يظهر 0.08 
( نكتب 0.176091259 نضغط 2001 ثم 09 يظهر 1.5 

ملاحظا : 

|| قارن نتائج مثال (1) مع مثال (3) 

| ( ب ) في حالة اللوغاريتمات الطبيعية ((10)) 

| * نكتب لوغاريتم العدد المعطى ثم نضغط على مفتاح 2001 ثم نضغط ا فيظهر العدد المطلوب 


- ل 
5 1 

-- 
3 7 


با تخا 









جد الاعداد المقابلة للاعداد التي لوغاريتمها الطبيعي هي: 
7< 01.245910149 
ل 83 00-7644 


| !© نكتب 1.945910149 نضغط 2001 ثم ١0‏ فيظهر 7 
() نكتب 2.564949357 ثم نضغط 2001 ثم مفتاح ١0‏ يظهر 12.999999999 - 13 
نضغط | -] تكتب 2.525728644 ثم [ -] فيظهر 2.525728644- ثم 
نضغط 2001 ثم ا فيظهر 0.08 
([ نكتب 0.405465108 نضغط 2001 ثم ١0‏ فيظهر 1.5 


1 


14 


أمثلة متنوعة (استخدم آلتك الحاسبة) 


40-7 


جد قيمة 3 00 ا 
4 


الحل : 
باستخدام قاعدة تبديل الأساس 
4 - 0.4771/0.6021 - 3/194 69 - 3 وها 


رنوق ما+ 7 هما 
الكل : 
1 ح-ح- 7 ه٠١‏ 
4 - 5 اا 
4 + 0.8451 ع د5صضا+ 7 0ها 
5 - 











جد قيمة 1002| - 016ه6ا 
5 5 


2 0ه - 2 وها - 16 وها 
بتبديل الاساس 8 وها 0 ١‏ 
9 ح-ح 8/1005 0600| - 
3 - 





بن بس 


جد قيمة ”!(1.05) - << باستخدام اللوغاريتم 


255 ) - <« نأخذ لوغاريتم الطرفين 
5 ©9ها! 15 - “ا 0ه ا باستخدام آلتك الحاسبة 
2 >* 15 - <<" 600 ا 

0 - <<" ن00ا 
7 - *خ 0 


4 ربز 


كن 


في سنة 1995 حدثت هزة أرضية في إحدى مدن العالم بدرجة 8.0 والمصنف على مقياس رختر » وحدثت هزة 
اخرى في 2001 في مدينة اخرى بمقدار 6.8 قارن بين الطاقة المنطلقة من هاتين الهزتين . 


الحل: 
مج _ 30:35 ح 
068 1 068 
30 0 ع 


8.0-8 


يت 


0 - ما 
7 م 


1600 1.2 >8 00 ا 


وبإستخدام الحاسبة اليدوية نجد 








جد الوسط الهندسي للاعداد: 16 » 15 » 14 ٠»‏ 13 


الوسط الهندسي > (, ) .... ( و* )( و*)( ,*) 3 
(41)13()14()15()16 - الا 
[16 ©16ا+ 015©ه16 + 14 0ه + 13 0ه ]| 0 - الاا 00 ا 
[1.2041 + 1.1761 + 1.1462 + 1.1139] 1 - اا وها 


1 
10013 ا 


- 11 


< مننة» 8 -لم ٠:‏ 


اوجد الرقم الهيدروجيني لماء البحر اذا كان تركيز أيون الهيدرجين ['11] له حوالي: 
” 10 » 3.2 
الكل : 







الرقم الهيدروجيني [5آ] 9و10- - لام 
5<« 3.2 0ه10- - 


يخ 


١ 
0 
5 







7 10 160+ 3.2 160]- 
[(10 ©9160 - 3.2 1600]- 
[9 - 03.2ه10] - 
9 + 3.2 1600- - 
9 + 0.5052-- 
4 - 











شرك إن سير رق يرن تار انار ب ريه لتر قري 2 رحد لهم 
ستحصل عليه بعد (10) سنوات. 
الحل : 

قانون حساب الفائدة المركبة المستمرة هو""© 2١‏ - جا 
حيث 0 المبلغ 2 2 “- الفائدة  <٠‏ « - عدد السنوات 
0 >3 سنس 

0 عا 2.000.000 -جها 

5 ع “ا 2.000.000 -ه18 بأخذ ا الطرفين 
5 + 2.000.000 صا- عا صا 
7 - 
8 - 5 .0 











7+ لدف سفينة فضفية. فنا كنت نسية تقد 20 وساعة انطلاق البخار 1.5 كم/ثا 
وزمن الاشتعال 100 ثا. جد سرعة الصاروخ . 
استخدم العلاقة »!ا ما /ا + 6 0.0098 - - هع 
حيث: 5 سرعة الصاروخ . ١‏ - الزمن . / - سرعة انطلاق البخار > - نسبة كتلته 
1-0 1.5 + 100 ا 0.0098 - - هو 
(2.9956) ا 1.5 + 0.98- - 5 
4 + 0.98- - 


كم/ثا 3.5134 - 5 :' 





« اسبتخدم التف الحاسية » 
3 جد قيمة كل من: 
200 ماع 15 وه 19 8 وها 
جد قيمة كل مما يأتي: 
3 ها + 33 وما + 33 وها 27 وها - 52 وهام 
ظ | © جد قيمة كل مما يأتي: 
1.02) 2( 65) 3 © 
3 حل كلا من المعادلات الاتية: 
'4 - 25) (5)© 17- »8 26-*د3© 
| 7# جد الوسط الهندسي للاعداد الآتية: 
15 .» 14 . 13.غ.12ع.11.ع.10 
أئ 7 نت 


1[ -<ءط26 ومارا + عط 1/19 +2 09 0 
5 - (6 ©160+ 5 و216) 2 + 40/9 وهاللي» 



















6 3ط دا وها - 3 فأن 1/0 - 3 وها 

| #© تركيز ايون الهيدروجين [11] في اللبن هو 10-7 2< 2.5 فجد الرقم الهيدروجيني له. 

ظ 29 باستخدام قانون الفائدة المركبة "706 - 18 لاستثمار مليون دينار بفائدة قدرها 2.57 ولمدة 

| (6) سنوات. جد جملة ما سيحصل عليه. 

| (ل جد سرعة صاروخ نسبة كتلته نحو 10: وسرعة انطلاق بخاره قدرها 3.5 كم/ثاء وزمن 

ظ اشتعال المحرك 50 ثانية. 

ظ 0 اي مقدار (مقادير) يكافىء المقدار © ©1060 - 3 ©2160 ؟ 

ظ 1٠16©‏ - 2ج وه © ط) وه ١٠‏ للم 22/0 وه © 7( ط/ة ) وه :6 

12 في سنة 1997 حدثت هزة أرضية في إحدى المدن العالمية بدرجة 4.9 والمصنف على مقياس 
رختر » وحدثت هزة اخرى في مدينة اخرى سنة 1999 بمقدار 7.0 » قارن بين الطاقة المنطلقة 
من هاتين الهزتين. 











13 أختر الاجابة الصحيحة للمقدار 3/5 ©0 ا 


ليس أي منها !© (6-ج) وه © 5 ٠69‏ - 3 وه إ(©) ٠600‏ / | 


9 ريل 












ات . الفصل الثاني © 
2 011011 





المتتايعات 5©0101©11©©5 
2-0] المتتابعة كدالة وتعريف . 

. الحد العام للمتتابعة‎ ]2-2[ ٠ 

-2] المتتابعة الحسابية . 

-2-3] مجموع المتتابعة الحسابية . 

٠ |‏ [2-4] المتتابعة الهندسية . 

-2-4] الحد العام للمتتابعة الهندسية . 
٠ |‏ [2-4-2] المتتابعة الهندسية اللانهائية . 





1 


المتتابعة الحسابية 

1 سن" ل 
المتتابعة الهندسيه 1 ١م‏ 
المتتابعة الحسابية 0 (0-1) + 3 - إلا 


المتتابعة الهندسية 


المتتابعة الحسابية - 5 


المتتابعة الهندسية 


المتتابعة الهندسية اللانهائية 











المتتابعات ‏ 5©010©1©©5 
[2-1] المتتابعة كدالة وتعربف 
قبل تعريف المتتابعة نأخذ المثال الاتي : 


و 





ليكن 5 < (10 , يك 11 
م + 5 - رم)] 








إن هذه الدالة تعين لكل عدد صحيح موجب (2) من بين عناصر المجموعة الجزئية من *2 | 
الصورة (5+21) وإن: ظ 
"١ 11(- 5+ 2-7 ,1)2(- 5 + 4-9 ,143(-5 +6-1‏ 
1١1410(- 5+ 20- 5 8‏ 
ويمكن أن نعبر عن هذه الدالة على صورة أزواج مرتبة كالاتي : ظ 
ظ ((10.25) ... , (3.11) , (2,9) , (1.7)) ١١‏ 
ظ ولآن مجال الدالة هو المجموعة ( 10, )6 فانه يمكن كتابة مداها مرتباً على الصورة 
(25.... 7,9,11) 






أي صورة (1)-7 
صورة (2) - 9 وهكذا 
وهذه الدالة تسمى [ هتتابغة ] والاعداد المتتابعة تسمى ب [ حدود المتتابعة ] 


م لا كا الا مه -- ما ا كك ا _- الا - 0 ص - ا 2 دا 00 5" 


"قفي وال اوور" رمه امريد" "ايوز" "“#اللمبباد وى ١‏ وم بماد ل بك “ا 1 اياك “الب #صرهة البيية ا يبيياة” مويو "مدا ريو درورو" “تيا بيك ” كمد كه واس يه 


| المتتابعة هي دالة مجالها 2 ( في هذه الحالة تسمى متتابعة غير منتهية مسا 0 
م 
أ أي مجموعة جزنية مرتبة ومنتهية تمي فى 2 تأ باد [1) أ على الصورة 
1 123 . (في هذه الحالة تسمى متتابعة منتهية) وتكتب بشكل < ... علد وم كه 6 
ا ليل بست وسكي ممصي كر يوتحي وسقي يسنجير باستو ببستي بمستقيق اتير ووساتصيبر اتير ب بوواتتدبر ‏ تبي امتقو ومتع وتتر يكحي بتر بابي يريا 
فمثلا الدالة ((7,9) , (6,10) , (5.4) , (2,7) , (1.3)) -] 
| لا تسمى متتابعة لأن مجالها ( 1,2,5,6,7 ) 
| وليس (21.2,3:4:5:6 
أي أن مجالها ليس مجموعة جزئية مرتبة ومتتابعة من”2 تبدأ بالرقم 1. 


3" لكك 








,...,20( 


حيث 1/8 - (1)0 أكتب المتتابعة . 


... , 1/3 - (3) , 1/2 - (2) , 1 - (1)) 
وتكتب بالشكل الآتي : المتتابعة <... , 1/3 , 1/2 , 1 > 


3 ح 05ض, 1 + 02 - (4)0 أكتب المتتابعة . 


1 - (20)؛ .... , 10 - (14)3, 5 - (1)2, 2 -(1)) 
". المتتابعة <401 ,... , 10 , 5 , 2 > 


لتكن ضع ص , طح رصم)ةآ » هل تمثل متتابعة ؟ 


الخل: 


ليست متتابعة لأن مجالها ليس “2 أو مجموعة مرتبة منها على صورة (1,2:3,...,13) 


ملاحظة: 





0 فردى 500 "5 445 -رم» 
0 زوجي 2000م 
م فردي (000) 0 زوجي ((اعلاع) 
3 >- 4-1 - (1)1 4 - 22 - (1)2 
1 - 4-3 - (1)3 66 - 425 -(1)4 
1- - 4-5 - (1)5 6 - 62 - (1)6 


وتكون الحدود الستة الاولى على الترتيب هي : < 36 , 1- , 16 , 1 , 4 , 3 > 





ديز 


١ 


[2-2] الحد العام للمتتابعة: ©©61نا50 1ه0! لم1 606:21 
الحد العام أو (الحد النوني) هو قاعدة عامة يمكن منها أيجاد كل حدود المتتابعة. 
فمثلاً متتابعة الاعداد الزوجية الموجبة: ... 2,4,6,8 حدها العام هو: 


نرمز للحد العام بالرمز ,الا فيكون: 
بمعنى: (2)؟ - رلا , (1)1 
وهكذاء وسنستخدم الرمز .لا لتعني المتتابعة التي حدها العام لا وتكتب 


وكذلك متتابعة الاعداد الفردية الموجبة: 


, 1 ون 


كفب كتييية حود الأولى من المتتابعة التي حدها العام هو 10 
الكل : 





3--1(7/3-)حرلا , 1(2/2-1/2-)حرنا , 1--1(!/1-)-رنا ا 
5/- - 1(/5-) - رلا , 1/4 - 1(4/4-) - 


.". المتتابعة <1/5- , 1/4 , 1/3- , 1/2 , 1-> 





واكتاين 


اكتب الحدود الستة الاولى للمتتابعة التي حدها العام 


72- - إلا ,2 - إلا ,1- - إلا ,2 - إلا ,1/2- - رلا ,2 - إلا 
. المتتابعة <3/2-,2 ,0 1-.1/2,2-,2> 


امه اله 


5 - 4+1 - إلا , 1/9 - 1/32- إلا , 2+1-3 - رلا , 1 - إلا 
7 -6+1 - ,لا , 1/25 - 1/52 - إلا 
المتتابعة ‏ <7 , 1/25 .1/9.15 .13> 





3 - ,لا , 3 - إلا , 3 - إلا 
' . المتتابعة < 3 ,3,130 > 


1 المتكايجا الك حدردها متعارية تاعمى [لسكايية الكليكة ] 
2. ترتيب الحدود يعد خاصية مميزة للمتتابعة ولذلك فان المتتابعتين: 
<4 , 9 , 2 , 7 , 3> - حصولط»> , <4 , 9 ,7 , 2 , 3> - حوط» 

مختلفتان لأن: 7 - رط بينما 2 - 5 

' 2 ح رط بينما | 7 - ]ا 

3. قد لا تكون لبعض المتتابعات قاعدة لحدها العام فمثلاً : 
المتتابعة ‏ <:.. , 19 , 17 . 13 , 11 . 7 . 5 , 3 , 2> 
ليس لحدها العام قاعدة حيث لا يمكن إيجاد صورة عامة يمكن بواسطتها إيجاد كل حدود هذه 


المتتابعة . 


515 1 























: كا تمارين ( 2-1 ) 
)أي العبارات التالية صحيحة وأيها خاطنئة: 
ا( كل دالة مجالها '2 هي متتابعة. 

(# كل دالة مداها *2 هي متتابعة. 

#[إ#اكل دالة مجالها (8, 7 , 6 , 5 , 4 ,3 ) هي متتابعة. 

9 كل دالة مجالها 7 هي متتابعة. 

##اكل دالة مجالها ( 7 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 ) متتابعة منتهية. 

9 كل دالة مجالها ( 9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 , 3 , 2 , 1 ) هي متتابعة. 

( الحد الرابع في المتتابعة <(0+1)/ 57> يساوي 2/5 

([ مجال المتتابعة <96 , ..., 6 , 4 , 2> هو *2. 

[آ# في المتتابعة < لا > حيث ,لا م - 1 












1[ جم 


فأن الحدان الاول والثاني مختلفان عندما 1 - 0 
ُ ا 0 2 3 
([إ(إ# في المتتابعة < 0 > يكون إلا > / .لا 


أكتب كلا من المتتابعات الآتية مكتفياً بذكر الحدود 


م فردية ... 1 





ظ 0 زوجية ... 2 





2 | [#افي المتتابعة <لا> حيث 20+ 72 - لا أثبت أن لا  <‏ لا 
2 1 - 0 . 0 1[ +م 


00-2 اكتب ثمانية حدود من المتتابعة بغرضص: 
5-59 






0 فردي ... 2 + 0 
أ - إلا , 8 2 :ناج 


55 زوجي‎ ١ 





1 


| 
ظ [2-3] المتتابعة الحسابية ©©56011©1 27116 )ام 


هي متتابعة يكون فيها ناتج طرح كل حد من الحد الذي يليه مباشرة يساوي عدداً ثابتأ يسمى 
أساس المتتابعة (الفرق المشترك 1111606166 20011713017)) ويرمز له بالحرف لا - .لا-0 وكذلك فانه 
يكفي لتعيين المتتابعة الحسابية معرفة حدها الاول ( 2 ) 161120 111514 وأساسها ( 09 ) ثم باضافة 
الاساس الى الحد الاول نحصل على الحد الثاني وهكذا... 
فمثلا المتتابعة الحسابية التي فيها 2 - 2 ٠‏ 3 - © هي: 
<... . 17 .,. 14 . 8.11 .25> 
والمتتابعة التي حدها الاول - 3 وأساسها - 01 هي: 


>23 , 3+0 , 35+20 , +301 , ...< 





١‏ أنواع المتتابعات الحسابية: 

أ. <... , 8 , 6 , 4 , 2> متتابعة متزايدة فيها 0 < 0 (4-2-2<-0) 
ب. <..., 5- , 1- , 3 , 7> متتابعة متناقصة فيها 0 > 4(0--<0-3-7) 
ج. <... , 3 , 3 , 3> متتابعة ثابتة فيها 0 - 0 (0<3-3-0) 

الحد العام للمتثايعة الحسابية: #معكهناوه5 ع ااأسصطأاميشفره؟ عه اقععسدوة 

ذكرنا أن المتتابعة الحسابية التي حدها الأول - 3 وأساسها - 01 هي: 

>23 , 3+0 , 32+20 , 35+30 , ...< 


(1-1) + 3 - ل (0) + - ج - لا 


0 (2-1) + 3 - 0 (1) + خ - رلا 
3-1(0)+32 - 2(0)+3 - إلا 
4-1(0)+3 - 3(0)+3 - إلا 





وبصورة عامة للاء م , 0 < ملارك (1-م) + ج 


يسمى بالحد العام أو (الحد النوني) للمتتابعة الحسابية. 


اسل 


انه 


©» 


اكتب المتتابعة الحسابية التي حدها الاول - 7 » وأساسها - 3- مكتفياً بالحدود الستة الاولى 


(3-)+ (3-)+ (3-)+(3-)+ (3-)+ 
لاتسمامم .لمعيل لمعي سمي الوإسسصسمير 


2 م8م-, 5-6 7 1 4 7-” 


<ص..و ف8-, تر الحد 1[ 4, 7 


: 5 ل 


أوجد الحد العاشر من المتتابعة الحسابية: <... , 14, 4,9> 
الكل : 
نستخدم قانون الحد العام: 
4 - ج , 5 - 0 
ل (1حم) + ج <- لا .: 
9 - 5 حا 9 +4 - 5 ا (10-1) + 4 - لا | 


10 


1 © 


اكتب المتتابعة الحسابية التي حدها السابع - 36 وأساسها - 4 
الحل : 





4 + 4 + 4 + 6 + 3 - رلا 
 - 12 < >12 , 16 , 20 , 24 , ...<‏ جه 4 < 6 + 2 - 36 
". المتتابعة الحسابية هي: <... , 24 , 20 , 16 , 12> 





هس 
ف ار سنح 3 
5 
5 1 
1 1 
8 يا 


7 
72 


الحل: 

(1).... 9 - 0 2 + خ - إلا 

(2).... 3 - - 60 + 2 - إلا 

بطرح 1 من 2 ينتج: 3- -م ح 2- - 400 

بالتعويض في (1): 15 - 2ج 9 -(3-)2 +2 
6 > (3-) 3 + 15 - ل 3 + - إلا 0 

3 > (3-)4 + 15 - ل +4 + خ - إلا 
0 > (3-) 5 + 15 -ل ذ + هج - إل 


016 / 


الحد 


“الذي ترتيبه 200 في المتتابعة الحسابية التي حدها الخامس. - (4-) 
وأساسها - (12) 
الحل: 


نجد 3 باستخدام قانون الحد العام حيث: 9 (1 - ص) + 3 - إلا 


2- -ح خخ ج 12 ١‏ 4 + 2 -ح 4- جه 0 4 + - إلا 
0ل 199 + 2 - ىرلا 


6 - 12 ا 199 + 52- - 


0 7 0 
أوجد عدد حدود المتتابعة الحسابية <113, ... ,1 - ,4- ,7-> 





3 - إلا 7 3 -(7-)- 4- - ل ث 7- - هج 


ل (1 -دم) + ج - لا .. 


عدد حدود المتتابعة  .‏ 41 - 0 خ (1 - 0) 3 - 120 ج 3 ا (1 - م) + 7- - 113 





اذا كان لدينا العددان /ء 3 وادخلنا بينهما الاعداد ...© » !0 © 
كأوساط حسابية بين 32:5 حيث عدد الحدود > عدد الاوساط + 2 


مثلا إذا أدخلنا 6 أوساط حسابية بين 38 , 10 تتكون متتابعة حسابية عدد حدودها - 6 + 2 - 8 
كدلك 2 - 0 , 10 - 2 , 8 - م , 38 - إلا 
4 - ل + ل 7 - 28 ج 0 7 + 10 - 38 جه ل 7 + هج - إلا 


10 . ]14 . 18 , 22 , 26 , 30 , 34[ , 8 الاوساط‎ .٠. 


/ عع 


1 


[2-3-1] مجموع المتتابعة الحسابية: 56016176 1011م مج 01 اناك 


إذا كونت ( لا) متتابعة حسابية فان مجموع 0 حدا الاولى فيها يرمز له بالرمز 5 أي 7 
حيث لا الحد الاخير لا + ... + إلا + رلا + إلا - 5 
لا+ رل - لا) +...+ (3+20)+(3+0) + 3 - 5 
وبعكس الترتيب - 23+(23+0) +...+ (0ك 2- لا)+رل- لا)+ لا- .5 .:. 
المع سح 
لاعم)عرلاجة)...خزلاجة)+ زر لاجة)+ زر لاءة)-,25 
لا+ )5 - 25 
قانون ايجاد مجموع ١‏ من حدود المتتالية الحسابية إذا علم الحد الاول والاخير. 


"| عندما نعوض الحد العام - (الحد الاخير لا) حيث: 








أوجد مجموع حدود المتتابعة الحسابية < 100,..., 3, 2, 1> 


| الحل : 
0 - « , 100 - لا , 1 - هج 


ظ 
ظ 0 -50<101 - [1+100] 152 - لاجم ل - ره . 


م 








متتابعة حسابية حدها الثاني - 4 وحدها ما قبل الاخير - 22 وعدد حدودها - 12 جد 
الحل: في أية متتابعة حسابية يكون : 
الحد الاول + الحد الاخير - الحد الثاني + الحد ماقبل الاخير 


6 - 26 < 6 - [22 + 4] كد - إلا + م ل - ره . 










3 


جد مجموع ثمان حدود من المتتابعة الحسابية <.....,4,1.6-> 


8 حدس , 5- لل , 4-- هج 

1 

[0 (1-م) + 23] -ح- 

8 

[ذ “(8-1)+(4-)>» 2--2- 

8 -27 ا 4 -<[35 + 8-] 4 - 


5 
5 
5 






ثلاث اعداد تكون متتابعة حسابية مجموعها - 15 ومجموع مربعاتها - 83 فما هي الاعداد؟ 
لحل : 
نفرض الاعداد الثلاثة: !0 + 3 , 3 , 0 - 2 
. مجموع الاعداد: 15 - 33 
5 ->.:. 
:. الاعداد ‏ 5+0 , 5 , 5-0 
3 - *(0 + 5) + 25 + *(0 - 5) 
3 - 02 + 0 10 + 25 + 25 + 02 + 0 10 - 25 
4 - 2ل جح 8 - 2ل 2 جح 83 - 753 + 012 2 


2 + - ل .: 
عندما 2 - 01 2 ١.‏ الإعداد : 7 , 5 » 3 ( تصاعدية لان 0<0) 
عندما 2- - 00 :. الاعداد : 3 2 5 .7 ( تنازلية لان 0>0 ) 
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عراس المككارحة لحان : 


إذا أضيفت كمية ثابتة الى كل حد من حدود المتتابعة الحسابية» أو طرحت كمية ثابتة من حدود 
المتتابعة الحسابية». كانت الكميات الناتجة مكونة متتابعة حسابية ايضاً أساسها أساس 
المتنتابعة الأصلية . 


#إذا ضرب كل حد من حدود متتابعة حسابية في مقدار ثابت أو قسم على مقدار ثابت كونت الكميات 


الناتجة متتايعة حسابية أيضاً بأساس يختلف عن المتتابعة الأصلية. 


احاصل جمع أو طرح متتابعتين حسابيتين يكون متتابعة حسابية أساسها هو المجموع أو الفرق 


بين أساسي المتتابعتين. 





2 لكل فقرة أربع أجابات واحدة منها فقط صحيحة:ء إختر الاجابة الصحيحة: 








أوالا: المتتابعة <211+1> 
#© أساسها - 2 وحدها العاشر - 13 
( أساسها - 1 وحدها العاشر - 21 
أساسها - 2 وحدها العاشر - 21 
(9) أساسها - 2 وحدها العاشر - 19 


ثانيا: أذا كان <..., 1- , 2 , < , 8 > متتابعة حسابية فان -.2٠-١‏ < 
© ©3د   5©‏ ©10 







ثالئا: إذا كان < 3,,11- > متتابعة حسابية فأآن <-...٠0‏ » 


76 اب4 9 1461 


رابعا؛ في المتتابعة الحسابية <63 , < , ... ,11 , 7 , 3> ....- » 


15 330 © ود ليس أي مما سبق 


ظ [[#اكتب الحدود الخمسة الاولى لكل من المتتابعات الحسابية التي فيها: 


06 


اولةه 3 -0 , 5--ج 
ثانتيا: 4- - نل .2 (20- - جح 
ثالثاً: 4 + إلا - ,لا ٠‏ 3--2ج 
رابعا: ( 9 - م5 ) - لا 






















(#اجد الحد السابع عشر من المتتابعة الحسابية <...,9-,12-,15-> 

جد عدد حدود المتتابعة الحسابية <55, ... ,14-,17-,.20-> ثم جد مجموعها . 

(9<... 27<2+7+3, 272+1 ,1+ 2<> متتابعة حسابية. 
جد قيمة وما حدها السابع؟ 

99 إذا أدخلنا ستة أوساط حسابية بين 30 , 2 فما هذه الاوساط؟ 

##اجد المتتابعة الحسابية التي حدها الخامس - 8 وحدها الثامن عشر - 31- 

أي حد في المتتابعة الحسابية <... , 1- , 5- , 9-> يكون مساوياً 87 ٠‏ هل يوجد حد في 
هذه المتتابعة - 333؟ 

##امتتابعة حسابية حدها الرابع - 1- وحاصل ضرب حديها الثاني والثالث - 10 فما حدها 


العاشر؟ 






!| 9 إذا كانت :- <25 ,8 , ... , 7 , 48> متتابعة حسابية وكانت 2 + 58 - 8 
01 فما قيمة 8 , 8 ؟ وما عدد حدود المتتابعة؟ 
|[ أثبت أن مجموع « حداً الاولى من الاعداد الفردية الموجبة 
١‏ < ..., (20-1 ), ... ,1,35 > هو 02 
الل كم حداً يؤخذ من المتتابعة الحسابية <... , 17 , 21 , 25> ابتداء من حدها الاول ليكون 
مجموعها - 14-؟ 
لل جد مجموع الاعداد الصحيحة المحصورة بين 400 . 100 وتقبل القسمة على 3. 


ا 


| 


َه 


[4 - 2] المتتابعة الهندسية: ©©56010©1 601111 


وهي متتابعة ليس فيها حد يساوي الصفرء وناتج قسمة كل حد فيها على الحد السابق له 
مباشرة يساوي عدداً حقيقياً ثابتآً وهذا العدد يسمى أساس المتتابعة الهندسية 


(النسبة المشتركة ©1341 0171701©) ويرمز له بالرمز ,لا/, .هلا > ؟ حيث 8 ح ”, 


حا .نا بجا <٠.‏ 


“سب برك رك 


22 


. 11 ,. 7 , 5 , 3 , 2> لا تمثل متتابعة حسابية ولا هندسية 
., 8 , 4 , 2 , 1> متتابعة هندسية لأن : 
2 - 8/4 - 4/2 - 2/1 -, 
<... , 3- , 9 , 27- , 81> متتابعة هندسية أساسها - 1/3- 
. 4 , 4, 4 , 4> متتابعة ثابتة هي حسابية أساسها - 0 وهندسية أساسها - 
,. 19 , 15 , 11 , 7> متتابعة حسابية أساسها - 4 








1 > » (موجب) متتابعة هندسية تنازلية 


1 ”8 متتابعة هندسية ثابتة 





) موجب وإن 0 5 
٠ < 1‏ متتابعة هندسية تصاعديهةه 


٠» > 1‏ (سالب) متتابعة هندسيةالاشارات فيها تأخذ 
حالة التناوب الاول موجب والثاني سالب 
وهكذا 

1 > ؛: (موجب) هندسية تصاعدية 


حو هندسية ثابتة 





٠ < 1‏ هندسية تنازلية 
1 > : (سالب) هندسية اشارات الحدود فيها تأخذ 
حالة التناوب الاول سالب والثاني موجب 


وهكذا 


8» 
1/2,8-4-م <.., 1/2 ,2,1 4> هندسية تنازلية 
2-4 , 1-م . 4 , 4 , 4 , 4> هندسية ثابتة 
4-ج , 2-. <.., 32 , 16 , 8 , 4> هندسية تصاعدية 
2-4 , 1/2- -م <.., 1/2 -, 1 , 2- , 4> هندسية متناوبة الاشارة 


4--2 , 5-1/2<.., 1/2- , 1- , 2 -, 4-> هندسية تصاعدية 
4--2 , 1-م <.., 4- , 4- , 4- , 4-> هندسية ثابتة 
4--ج , 2 <.. , 16-, 8-, 4-> هندسية تنازلية 

4--2 , 1/2--م <.., 1/2 , 1 -, 2 , 4-> هندسية متناوبة الاشارة 


[2-4-1]الحد العام للمتتابعة الهندسية 560061166 6601711116 زنعا دصعه1 اورومهة6 


المتتابعة الهندسية التي حدها الاول - 3 وأساسها - » هي: 


<... , فرق , ترق , 312 , 3/1 , 23> 


ويكون: 
لاوج ع فرج - ج - ال) 
مرج - لمج - رلا 
(3-7رج - تج - إلا 
كاوج ح تج - إل 


قانون الحد العام للمتابعة الهندسية 





ىأ 


اكتب الحدود الستة الاولى من المتتابعة الهندسية التي حدها الاول - 64 وأساسها - 1/2- 
ِ (-)»ا (ي-)» (ي-)» 
الها ء 
. 28 " 16 9 2- 9 64> 


المتتابعة الهندسية هي <2- , 4 , 8- , 16 , 32- , 64> 





3-6 1, 


7 


جد الحد السابع من متتابعة هندسية حدها الاول - 1/4- وأساسها - 2. 
الكل : 


»82- 


متتابعة هندسية حدها الاول - 3 وحدها الخامس - 48 جد حدها الثامن . 


الحل : 


3 -2ج ح 3 لا 


1 


4 -ح 48 جح فرح لا 


5 
2 + دعم ج 16 - م ٠١‏ 





عندما 2 - ,م 
<١ 128 - 4‏ 3 - “(ش) > 3 - ”0ق - ولا 
عندما 2- - م 


2 4 - - (128-) 2 3 - 2(7-) 3 - 7/ق - إلا 
محمو م الحدود الثلاثة الاولى من متتابعة هندسية حدودها موجبة - 7 وحدها الثالث - 1 فما 
حدها السادس؟ 
الحل : 
7 - إلا رلا+ لا 


77 - 2مج دبج + حج 


)1( 0 7 - 2 +ع + 1)ج 

1[ - ثرج ج 1 - إلا 

(2)..... 1/2 دع 

بتعويض 2 في 1 : 7-(0+2+ 1) لح 


0 - 1[ حم - :62ج 702 حدثم +ع + 1 
0 > (2-1) (1+ىا3) 
إما 1/3- - » يهمل لأن حدود المتتابعة موجبة. 
ىه 1/2 -» 4 - 1/)1/2(2 - ج22 
8 - 1/32 * 4 - :(1/2) 4 - ت,ق - إلا 


عير اله 








إذا كان لدينا العددان * , 3 وأدخلنا بينهما الاعداد المرتبة © ....2,©,01 بحيث 
< #,» ... ,0,»,ط,3 > تكون متتابعة هندسية فان الاعداد ©, ... ,6,6,0 تسمى أوساط هندسية 


بين 3,4 ويكون عدد حدود المتتابعة الهندسية الناتجة - ( عدد الاوساط + 2 ) 


أدخل أربعة أوساط هندسية بين العددين 4 . 128 
4 - ,لا , 6-م , 128 -ه 
”(1/2)- 5-1/32, جد 4-1285 جه كرود لا : 
نك 












ظ الاوساط الهندسية : 64,32,16,8 
والمتتابعة الهندسية هي <<32,16,8,4 ,128,64 >> 


مجموع المتتابعة الهندسية ©061ا5601 6601761112 3 01 الاك 
/ أوضحنا في البند السابق أن المتتابعة الهندسية التي حدها الاول - 3 وأساسها - » هي : 
<...., 3,31,312,813 > فاذا إخترنا (0) حدأ الاولى من المتتابعة فتكون الحدود المختارة هي : 
< 1 "رج , 3,3131231 > 

ومجموع هذه الحدود والذي يرمز له بالرمز ,5 هو : 

)1( انيت 0 7 لش اتيت كات 
بضرب طرفي (1) في "؟ ينتج : 

)2( كلق + تمه +ترج جرح - مم 
بطرح (2) من (1) : 

"ق-ج - 5 - 5 


0 هلد )8- نات < 






إذا كانت 1-”: فان المتتابعة الهندسية تصبح <..., 3 ,3 , 3> ويكون المجموع الى (1) من 


الحدود .-.... + 8+ج+ج - 5 
ظ الكقتقتن 


1 از 


8 











7 مجموع الستة حدود الاولى من المتتابعة الهندسية < .... , 16 , 32 , 64 > 
الحل : 

12م الى 6معماء., 4م-قج 
2 /[1/64 - 64]1 -(1/2 - 1/2(1/0) - 64]1 درة جد 1)(-1)و- 5 .: 
6 - 263 - 1/2/ (64-1) - 5 


[2-4-2] المتتابعة الهندسية اللانهائية : ©©5601/611 60111116 ع1أدمأكأصا 
إن التعريف الذي أعطي لمجموع حدود المتتابعة يصلح لكل المتتابعات المنتهية وغير المنتهية ا 
على حد سواء . وفي حالة المتتابعات الحسابية غير المنتهية فاننا لا نستطيع إيجاد المجموع لحدودها أ 
ْ أكافة لأن المجموع يكون إما كبير جداً أو صغير جداً فمثلاً أننا لا نستطيع أيجاد : ! 
... +9+13+17+ 1+5 9 
أو 2.. -1-2-3-4-5- 

أما بالنسبة للمتتابعة الهندسية غير المنتهية ( اللانهائية ) فان الامر مختلف كليأ : ١‏ 

| (1-0)/سة - (م-]1)/ة - (-1)/(-1)ج- 5 

وعندما 1 > 75 > تبت 


فأن اللو تقترب من الصفر كلما زادت 7 زيادة كبيرة غير محددة لذلك فان( -2/)1 يقترب من الصفر . 










| ايكون قانون مجموع المتتابعة الهندسية اللانهانية ‏ ؟!1- 
يصلح هذا القانون فقط عندما 1 > م >-1- 
| ولا يصلح هذا القانون عندما 1[ < عأو 1-> م 


كه 
< منن(ة» ا سم 











8 4 2 
ظ 
الحل 1 
ظ 1[ - ميخو _طل ‏ . لك 32 لك 5 
ظ 1 2 ل ]+ م-1 ده 
2 


36 


0.4 + 0.04 + 0.004 + ... 


1 -0.04/0.4 -ء» , 0.4-ه 


04 - 04 


1- 1 1- 0.1 


4 
9 


مثتر!» 


جد ناتج ...+64-16+4-1 
0 الكل : 
ظ 4- -”, , 64حة | 
5 - 464/5 - ( 1/4 +1 )/64 -(ء-]1)/ة - 5 |" 








ظ / جار كم 
أي 2 الآتية صحيحة وأيها خاطئة: 

لإ إذا كان » أساس المتتابعة الهندسية <,لا> فان ,لا 2, - ,لا 

([! أساس المتتابعة الهندسية <... , 1- , 1 , 1- , 1> هو (1) 

## إذا كانت <... , 1/2- , 2 , 2 , 32> متتابعة هندسية فان 8- - (] 
و4 إذا كان أساس المتتابعة الهندسية موجباً فان جميع حدودها موجبة. 
© إذا كانت <16 , < , 4 > متتابعة هندسية فان 8- - » 








و إذا كانت <... , ر,8 , ,9 , ,3 , ,3 > متتابعة هندسية فان: 
,3/3 0 3/3 

ا إذا كان ...لا 3 - ,لا حد من حدود متتابعة هندسية فان أساسها - 3 
اكتب الحدود الخمسة الاولى لكل من المتتابعات الهندسية الآتية التي فيها : 
1 11 -2 ةف 1/3-م 

2 1/32 -ه , 2-حم 

# 27 حه 2 , 2/3-م 
© 8- حد لا د تيلا 
اه 2 -ج ف 2حم 







ل 

















([[#اجد الحد الثامن من المتتابعة الهندسية <... , 1/2 , 1 ,2 > 
[#امتتابعة هندسية حدها الرابع -8- وحدها السابع - 64- فما حدها الاول وما أساسها ؟ 
##أدخل 9 أعداد بين 3,96 بحيث تكون مع هذين العددين متتابعة هندسية . 
[لامجموع الحدين الاول والثاني من متتابعة هندسية - 32- ومجموع حديها الرابع و 
الخامس - 4- فما حدها السابع ؟ 
ا[إ# اكتب المتتابعة الهندسية التي مجموع الحدود الستة الاولى منها 504 وأساسها - 2 
[آ إذا كان مجموع متتابعة هندسية أساسها -3 هو 728 وحدها الاخير هو 486 جد 
حدها الاول وعدد حدودها . 
19 متتابعة هندسية موجبة الحدود حاصل ضرب حدودها الثلاثة الاولى 1/27 ومجموع حدودها 
الثاني والثالث والرابع 13/27 أوجد المتتابعة؟ ثم جد مجموعها الى مالانهاية؟ 
3 1/9,1/27<00 , 1/3 11> إر 
ظ 02 - 5 | 














5 





([ ثلاثة اعداد مكونة متتابعة حسابية مجموعها (18) ولو اضيفت الاعداد 122,7 الى 
حدودها على الترتيب لتألف من الاعداد الناتجة متتابعة هندسية فما هذه الاعداد ؟ 








[© اذا كان مجموع ثلاثة اعداد تؤلف متتابعة هندسية يساوي (70) فإذا ضربنا كل من 
حدها الأول والثالث في (4) وحدها الثاني في (5) كانت الأعداد الناتجة تؤفنلف 
متتابعة حسابية فما هذه الأعداد ؟ 





(نت .. الفصل الثالث .. © 
3 1م013 


القطوع المخروطية 56611015 00111 


٠‏ نبذة تاريخية 
٠»‏ مقدمة 
1 - 3] الدائرة 
3] معادلة الدائرة القياسية 
]37-2-11[١ |‏ معادلة الدائرة اذا مست احد المحورين أو كليهما 


0 3-2-210] المعادلة العامة للدائرة 


مركز الدائرة (كارط) © 


القياسية د ودين + 2(ط-) 


معادلة الدائرة 


0 > 0+ ياز8 + يرم + 2 + 

















نبذة تاريخية: 

في الألفية الثالثة قبل الميلاد كان قدماء البابليين والمصريين روادا في الهندسة حيث طوروا 
صيغا لايجاد المساحات وحجوم بعض المجسمات البسيطة وأستخدموا الهندسة لقياس مساحة الارض 
وحساب المثلثات لقياس الزوايا والميل في البناء وكان البابليون يستعملون الهندسة في التنبؤ بمواعيد 
كسوف الشمس وخسوف القمر. وكان المصريون يستخدمون الهندسة في بناء المعابد وتحديد زوايا 
الاهرامات وتحديد مساحة الدائرة بالتقريب. وفي القرن الثالث قبل الميلاد عني الأغريق بدراسة 
الاشكال للسطوح حيث ظهر في العصر اليوناني رياضيون ننوه بثلاثة منهم: 
* أقليدس (283 ق-.م) الذي حظي كتابه ((الاصول)) عند العرب بما لم يحظ به مؤلف رياضي آخر 
| حيث تناول في المقالة الثالثة من كتابه عن الدائرة. 
* أرخميدس (أرشميدس) (212 ق.م) كان بالنسبة للعرب رائداً في الهندسة المساحية والميكانيكية . 
عرفوا قدراً عن قليل من كتبه وخاصة كتاب الدائرة وقياسها حيث في القرن الثالث قبل الميلاد عمم | 
هذا العالم الاغريقي طريقة (الاستنفاذ) مستخدماً مضلعاً من 96 ضلعاً لتعريف الدائرة . 
* أبو للونيوس (180 ق.م) أتجه هذا العالم نحو القطاعات المخروطية فحدد أشكالها ويبين خواصها 
وعلاقاتها وقد عرف له العرب ذلك واحتفظوا بقدر من مؤلفاته وأهمها كتاب المخروطات يقع في ثمان 
مقالات . 

وفي العصر الاسلامي كانت عناية العالم العربي أبن سينا بالكتاب فاقت بكثير عناية غيره . 
فالجزء الهندسي من رياضيات كتاب الشفاء خير دليل على ذلك. 

أما الدور الذي قام به العلماء العرب فهو الذي مهد الأذهان والعقول للادوار التي قام بها البشر 
فيما بعد ومنهم محمد بن محمد بن يحيى البوزجاني ولد سنة 328 ه حيث أستطاع أن يجد حلولا 
تتعلق بالقطع المكافىء الذي مهد لعلماء ورجال الفكر العربي أن يتقدموا خطوات بالهندسة التحليلية 
قادتهم الى علم التفاضل والتكامل الذي يعد أروع ما توصل اليه العقل البنري والذي سهل عملية 
الأختراعات. 
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المقد ما : 


أحد الضلعين القائمين كمحور الدوران كما في الشكل (1) 
الآن تأمل المخروط الدائري القائم في الشكل (2) 
الناتج من دوران مستقيم حول محور ثابت وبزاوية 
ثابتة بين المستقيم والمحور. سيتولد من هذا الدوران 
مخروط من مولدين يتقاطعان في الرأس :0 
ويسمى كل من ار المخروط. 8 ./ 

بمولد المخروط (محور المخروط الدائري القائم يساوي 
قطعة المستقيم المحددة بالرأس ومركز القاعدة والمولد هو 
قطعة المستقيم المحددة بالرأس واحدى نقط محيط القاعدة) 
وللحصول على القطوع المخروطية (أشكال هندسية) هندسياً 
من قطع المخروط الدائري القائم بمستو ضمن شرط خاص 
لكل حالة (ضمن مفهوم الهندسة الأقليدية) فإذا قطع سطح 
المخروط الدائري القائم. 


- ]ةل 


يتولد المخروط الدائري القائم من دوران المثلث © 8 8 القائم الزاوية في 5 دورة كاملة حول 








شكل (2) 


ألا بمستو عمودي على المحور اويوازي القاعدة ولا يحتوي على الرأس (©) فآن المقطع يمثل 
دائرة (عاء1) وتكبر هذه الدائرة كلما ابتعدنا عن الراس والعكس صحيح.كما ف الشكل )3( 
ثانيا: بمستو مواز لأحد مولداته فأن المقطع يمثل ش كلا هندسياً يمسمى القطع المكافىء 5231235013. 


كما في الشكل (4). 


ثالثا: بمستو غير مواز لقاعدته ولا يوازي أحد مولداته فأن المقطع يمثل شكلاً هندسياً يسمى بالقطع 


الناقص (©11!105). كما في الشكل (5). 


| هيه 
زابعا: بمستو يوازي محوره ا ويقطع مولدين من مولدات المخروط الدائري القائم فان المقطع يمثل 


شكلا هندسياً بالقطع الزائد (06:©13لإ1!!ا). كما فى الشكل (6 
نا للسمى د لز ( في 6ب( 











1 
اق - 


[3-1] الدائرة (عاء١1)):‏ 


هي مجموعة النقط في المستوي التي يكون بعدها من نقطة ثابتة تسمى (المركز 0©11461) 
يساوي مقداراً ثابتا يمسمى ( نصف القطر 15301105). لذا سنرمز لمركز الدائرة بالرمز(! , 5) © . 
ونرمز لنصف قطر الدائرة بالرمز (1). 
أي أن الدائرة بلغة المجموعات 
(0 <,م , مد دعم:م) - هعاء 6 
حيث ( لا,“ا) م هي نقطة (001014) في المستوي (©130م) 





[3-2] معادلة الدائرة القياسية ©اع١1©‏ 01 3]1013 ناوطع عتأد5اءرة6اع031:3 
دائرة مركزها (عاءرط) © ٠‏ ونصف قطرها (") من الوحدات حبث 0 < » والنقطة ( لا,<) له ١‏ 
أ نقطة في المستوي الأحداثي فأن : 


وبتربيع الطرفين 
الصيغة القياسية لمعادلة الدائرة 





حالة خاصة: 


في حالة الدائرة التي مركزها نقطة الاصل (0 , 0) ونصف قطرها (17) تصبح الصيغة القياسية 


جد معادلة الدائرة التي مركزها (3 , 5) ونصف قطرها (4) وحدات 
الحل: 

| من الصيغة القياسية لمعادلة الدائرة 

١ 





















< منل(ة» 
وى 


جد معادلة الدائرة التي مركزها نقطة الاصلونصف قطرها (6) وحدات 
2 - 2 3 لا + لذ - )5 










2 2 
6 ح- الإابيا حل 36 






75 


أوجد مركز ونصف قطر الدائرة التي معادلتها 49 -:(3+/) + 5(2 -2) 
اتحل : 
بالمقارنة مع المعادلة القياسية م - ادير +2 (طحمر) 
(3- , 5)ء - كارط)ء 
وحدات 7 - 49 -, ج 49 دنر : 
لقد تعلمت في الصف الرابع العلمي بعض القوانين منها: 
اولا: قانون البعد (المسافة) بين نقطتين( رلاء )رط , (رلا , ,)0 يعطى بالعلاقة 
ظ وك 32 * ٍ* - يال > رص رم 
ثانيا: قانون البعد بين المستقيم | الذي معادلته 0 - ن) + لا8 + كاللم والنقطة الخارجة عنه 
(لا. .)م يعطى و العلاقة 


»م ظ |6 + 01 0 يدهم دي 
1ت 
6 87 + #بثر | 
ثالثا: تنصيف قطعة مستقيم ,0 ,© حيث( رلاءرءا) ,0 , (رلا, ).6 في المستوي الاحداثي المتعامد 
ويعطى حسب العلاقة 








! 1-8 
وبببببثبثبثبثببباااااااا لص عم 1 سالط 302 ا 0 3 . ٍ حنك ٠‏ 
(دلا.3*«) دم (لا. »)ا م (الا. »م رم َّ ” 
هم ا ف 1 






جد معادلة الدائرة التي مركزها (3 , 4)»© وتمر بالنقطة ( 1 , 2) م 

الحل : 
8]- 4 + 4|- 22 +2 |- :1 - م + :زد - 4 /ا-ء م .:. 
8ا-دمعم-م.2. 


المعادلة القياسية للدائرة 8 -3(2 - يز + 4(2 - ي) .: 





5-5 ٠ 
4 
ظّ سيا|‎ 
3 ل‎ 
قم‎ 8 


جد معادلة الدائرة التي نهايتي أحد أقطارها النقطتان ( 5 , 4) ١,‏ , (3 , 2-) ,م 





(لا. *) © منتصف رم م 

1 -4-2(/2 )- 2 /((2-) + 4) - إلى« + بع - ع« 
4 - 8/2 - 2 /(3 + 5) - 2 /زرلا + رلا )> لا 
(4 . 1) »© .: 


قاتمب 1/10 - 1+ ولد 12 + 32 [- تزه - 5) + 12 - 4) لاد ء رمعم 


الا 110 - "7" 


المعادلة القياسية 10 -4(2 - زر ) + 1(2 -*») 





ملاحظة: طريقة ثانية في أيجاد معادلة الدائرة عن طريق استخدام القاعدة التالية: 
اذا كانت(رلا . ,) ,8 ١‏ (رلا . ب*) رم هي احداثيات نهايتي قطر فيها فأن معادلة الدائرة هي: 
ا رلا ا 0 + »ا ٍ 





ا 3 3 
0 > يلا إلا جيك و« 


فيكون حل المثال السابق هو 





4" الك 














١ 












0 > (3) (5) +(هع) 4 + رة + 5) لا ررشع)4) »ا - ألا + ني 
0 > 15 + 8- نا 8- (2) »ا - يام ةك« 
|( 7-0+ا22-81- 





0 ' 
لاحظ المعادلة القياسية في الحل الأول للمفان. تس تيون 
هي 0 - 4(2 دي) + 1(2 - يم 
وبتبسيط المعادلة © - 7 + ياه - ع2 -2ن + تي ج 





| 009 
١ ١ 


جد معادلة الدائرة التي مركزها نقطة الأصل وتمس المستقيم 0 - 15 - لإك4 - 3 






اانا ك اللا 0ل انق ب 1ت 50 ل سف ساك نك > 
5 16 + 9| *(4-) +32 
فانم 3 - 15/5 -0 
كلمن 3 <-, - ل .:. 


9 ح تيا + 2« .: 





[3-2-1] معادلة الدائرة اذا مست أحد المحورين أو كليهما . 


اذا مست الدائرة التي مركزها( >ا, 1) عونصف قطرها )١(‏ 

* محور السينات فأن | »ا | -" ونقطة التماس هي (0 , )١‏ 

* محور الصادات فآن | | -” ونقطة التماس هي (>! .0) 

)5 , 0( » )0 , !( المحورين الأحداثيين فأن |كا| - || -” ونقطتا التماس هما‎ ٠ 








فاذا الدائرة تمس المحورين وتقع في 


اولا: الربع الأول يكون مركزها (” , ؟) 
ثالثا: الربع التالث يكون مركزها (/- , ”/-) 1 











4ب" 
رابعا: الربع الرابع ويكون مركزها (/- , ") 


جد معان ره التي تمس المحور السيني ومركزها (2 , 3) 
الحل : بما أن الدائرة تمس المحور السيني 

أآصنا 2 - |2] - إ|)كعا|] < م ' 

- 2(كا - ين + 2(ط - »م«) .: 

4 - *(2 - ي) + *(3 - ع« .' 

وبتبسيط المعادلة نحصل على 3 
المعادلة العامة 0 - 9+ لا 4 -خ« 6‏ 2لا + 2ك“ جه 





ممكق إيجاد معدلة للدشرة لكي تفن المكور السينى: مطريقة أخريى حسب لقاع 
0 > تطع برءا 2 - عرم 2 - لادتعا 
ظ حيث يكون الحل حسب هذه القاعدة للمثال الاول 
0 -3(2) + (/ا2) 2 - («3) 2 - تير + 2» 
المعادلة 0 - 9 + يا 4 - 2< م - :نآو + 2ي ج 








اك الدائرة التي تمس المحور الصادي ومركزها ( 1-, 4) 

الكل :: بما أن الدائرة تمس المحور الصادي 

5أآأصضن 2 4 - |4إ - إطز - م .: 

م - 2زم - بو) + 2لط - كم ٠.‏ 
المعادلة القياسية 16 -1(2 + لا) + 4(2 -«) : 

بالتبسيط 1-460 +28 +82 - 2ن + 2 





ممكن ايجاد معادلة الدائرة التي تمس المحور الصادي بطريقة اخرى حسب القاعدة. ؛ 
ظ 0 - 2كها + ياعا 2 -اط 2 - :2 + 2» 


فيكون الحل حسب القاعدة 
0 - كا + يا كا 2 -ز ط 2 - شيا + تي 
0 - *(1 -) + لار1 -) 2 -<ا(4) 2 - ديا + تي 
المعادلة 0 - 1 +لإ2 + يرق - تين + 2» 


9 معادلة الدائرة التي تمس المحورين الأحداثيين ومركزها (4 -, 4) 
1 الحل : بما أن الدائرة تمس المحورين 
»!| > |ط| - م .: 
5أألانا 4 - إ4-] - |4]| - م ٠:‏ 
ك5أآللا 4 - 0 


المعادلة القياسية ‏ 16 - 4(2 + لا) + “(4 -<«) .: 





المعادلة العامة 0 - 16 +للاق8 + يرام :يو + 2ير ٠‏ 


7 و 
َ! . لها 
ك ٍَ 
له ع مكو لمنا 


ممكن أيجاد معادلة الدائرة سقة اخرى بتطبيق القاغدة في الملاحظة (1) او (2) حيذ 
[ المعادلة 





0 - 16 + يز (4-) 2 -ير(4) 2 - ررم تر 
0 - 16+ لا8+ ير8 - شير + 2ع : 





م الدائرة التي تمس المحورين وتقع في الربع الثالث ونصف قطرها 5 وحدات 
الحل : 
بما أن الدائرة تمس المحورين وتقع في الربع الثالث 
(5- , 5-) © - (- , 5 ) © .: 
المعادلة القياسية 5 - *(5 + لإ) + *إ(5 + «) .' 
وبالتبسيط 0 - 25 + يا 10 +« 10 + *يا + *2» جه 


ع ي|هيبي 47 


ممكن حل المثال بطريقة اخرى بتطبيق المعادلة حيث يكون الحل 
6 - © + لاإ عا 2 - زط( - شي + ث2ي 
(عا ,ط) - (5ذ- , 5-) ) 
0 - 25 + لا رذ-)2 -لارد-) 2 - يا + 2« 
0 - 25 + يا 10 +* 10 + خلا + 2ي جه 


يد معادلة الدائرة المارة بالنقطة (1 . 0)2. وتمس المحورين الاحداثيين. 
بما أن الدائرة تمس المحورين الأحداثيين 
|ك>ا| - |ط| - م ٠:‏ 
2 - 2ه - بع + ترط - »م ٠.‏ 


في معادلة(1) 


2 ح 2نم - لا) + *2” - <«) جه 


(2.1 )2 تحقق معادلة الدائرة 
ا ري لل ري اكت 
2م - 2م ببدم - ] بع تر م مي - 4 0 
0 >- 5 +66 -5.:. 
0 > (1 -م)(5 -م) 
1[ دم 0 5 - دم جه 
(5 , 5) © د 65-5“ 
المعادلة  )1(‏ 25 - 5(7 - لز) + *5(2 -«) .' 
(1.1)© جه 1 -, عه 
المعادلة (2) 1 -:(1 -/) + 1(2 -*) . 











[3-2-2] المعادلة العامة للدائرة ©1اع:01 01 31153لانع 231اع0ع06 
معادلة الدائرة بصورتها العامة ناتجة من تبسيط المعادلة القياسية 


“© > زا > ن) + رط - كمع 


60 ع 2م - تا + يا كا 2 - ثينزا + 2ط + يا م 2 -2ي ج 

تصبح المعادلة ‏ 0 -0 + يلاعا 2 - اط 2 :ين + 2» 

واذا فرضنا 8 , ط«2 --م 

م - 2م + نم - © 

تصبح معادلة الدائرة بالصورة 0 - 0 + لاظ8 + يام + 2ي + 2 


أي أن 2/- عط , 8/2- -يز , 0< نح - تيب تماد ,م 









من المكادك؟ العاف داقر ة حفط زم 





/ * معادلة من الدرجة الثانية للمتغيرين < , لا 
أ * معامل 2< - معامل 2لا ((الافضل ان يكون 1)) 
/ * المعادلة خالية من الحد لا * 


أ* 0 <عم أي أن 6 < (© - 2كز + 2م) ٠‏ 










١ 1 
- 7 
1 


اي المعادلات الاتية يمثل معادلة دائرة: 
06 - 60-9 +» 2 - ضير رلك 
0 -19 - بك +» 2 - 32 - م 3 © 
0 - 60-19 +» 2 - يزع 5 - تر نولي 
60 - 19 + لا 6 + ير 2 - شير + اراي 
الحل : 06 - 60-19 +ع 2 - تر ري 
([[ لا تمثل معادلة دائرة لأنها معادلة من الدرجة الثالثة 
(آإ لا تمثل معادلة الدائرة لان معامل © + معامل2/ا 
لا تمثل معادلة الدائرة لانها تحتوي على الحد لا *. 








([ لا تمثل معادلة الدائرة حيث 
9 -© , 3--6/2- -»ا , 2(/2-1-)- -م 


مج و-لا- 19-و+1ل - هع - تىر تم ادم 0 


لا تمثل معادلة الدائرة .” 


[[ تمثل معادلة دائرة حيث: 


9-:-6 يي 3ع > ا .ى |[ > 
0< 129 - 9+19+ - 0 ع - تي + 82 ل - م0 


جد أحدائنيات مركز ونصف قطر الدائرة 0 - 6 + لا8 - 121 + 2/2 + 22 


نجعل معامل “ا - معامل “2لا - 1 
2 + [0 - 6 ع لاق -122 +282 + >2«ا2] .:. 
0 - 3 + لإ4 -<ا6 + نا + تيا ج 
(4/2 , 6/2- ) © - (8/2- , 2إله-) ن) .:. 
) 0 .. 





المركز (2 . 3- 
1ا- 4-3+ولا- 22-3)+:3(2-)ل - هع - تمر مم ادم 


الا 10 دام" 






5 7 
1 7 
5 17 7 


أكتب المعادلة العامة للدائرة التي مركزها( 3- , 1) © , 2 - ” وحدات 


الحل : 


تسيط المعادلة 


عي 
٠‏ بها 


4 - وس يرم+ ةيا + 1+ ير2 25 » 


المعادلة العامة ٠‏ 5 1 
0 - 1-6 يا6 + ع2 - ” يو + ” ير 







اه جماكة الدائرة التي تمر بالنقطتين( 2 1).م و (3- , 4),م ويقع مركزها على محور 
الصادات . 










بما ان الدائرة يقع مركزها على محور الصادات 
(, 0) ©.:. 
22 +ع +1]ا- 22 +ع +1(2 -0) | حم م-م. 





وبتريع الطرفين ‏ 3(2 + ) + 10/16- 2(2 + 6) + ٠01‏ 
بالتبسيط “(3 + ) +16 - *(2 + ») + 1 

9 + عا6 + *كا + 16 -4 + عاك + *كا + 1 .:. 

0- -20/2- - يا جد 20- - كا2 جه 


6 )0 , -10( 
- 1 + )-10 + 2+ - |] 5 0115 1 


5 - 10(5 + لا) + 5« 0 





جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقط ( 0 , 0) ,م , (0 , 2) ,م , (1- , 3) ,م 
الخل : 
معادلة الدائرة العامة (1) ..... 0 حعج + لاق ديرم + 2ب + 2 
تحقق المعادلة (1) (0 .0) م 
0 > » + (8)0 + (0)م + 02 + 02 جه 
)2( .ا 0-© جح 
تحقق المعادلة (1) (0 , 2) رم 
من معادلة (2) (0 -6) 2 0-0 + (8)0 + 28 + 0(7) +4 جه 
)3( ...8-2 جح 4 - 28 جه 
تحقق المعادلة (1) (1- , 3) ,6 
)4 227 0 -» + (1-) 8 + م3 + 1(2-) +32 ب 
نعوض 2- - 8 , 0 - © في معادلة (4) 
0 - 0 + 5 - (2-) 3 + 10 ج 
4 - 8 جح ( - 8 - 4 ج ( - 8 - 10-6 جه 
المعادلة ‏ 0( - لاإ4 +2 - :ينا + 22 


١ 
وياد‎ 


جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين( 1 , 2) ,6 , (1 , 1-) ,م ويقع مركزها على المستقيم 
الذي معادلته 0 - 5 - لإ4 - “2 


المعادلة العامة للدائرة 0 - ©ح + لا8 + الم + ثب + 2 


تحقق المعادلة العامة (1 . 2) 0 
0 - » + 5 + ق28 + [ + 4 جه 
0 د »ع + 8 + م2 + 5 جه 
تحقق المعادلة العامة (1 , 1-) ,0 
0 - ي) + 8 + لم 2 ج 
0 - ) + + 868( + 5 جه 
0 - ) + 8 ع م ع 2 + 
2020202020-3+38-00 
)3( ...0 1- - ثم << 3/3- -م 8‏ 3- -ثم 3 جح | 
مركز الدائرة ‏ (8/2- , 8/2) © ::. أ 
مركز الدائرة يحقق معادلة المستقيم 0 - 5- لإ4 - 2 
)4( ...0 0- 5- 285 + م- جد 
نعوض(3) في (4) نحصل على 2 - 8 + 4 - 28 جه 0 - 5 - 28 + 1 جه 
نعوض في معادلة  )1(‏ 2 - 8 , 1--.. 
5- - © <ج 0( - » + 2 +2 - 5 ج ( - » +2 +(1-) 2 + 5 جه 
المعادلة ‏ 0 5 -ل0إ2 + ير 2ن + 2ي» 





يز الا ههه 











لل بين أي من المعادلات الأتية تمثل معادلة دائرة . 





0 -ن1د + »2 - تيرد + م إلي 
2 - رم -عه + ضر + تر بلي 
[ - بود + دير + تعر ليم 

- + م © 

«2- - بر إل 












جد معادلة الدائرة في كل حالة من الحالات الآتية : 
01 0 مركزها(ر 2-.6)3© ونصف قطرها 5 وحدات 
'| # مركزها نقطة الاصل وتمر بالنقطة( 4,3-)0 

| ## مركزها( 5 ,1-)» وتمر بالنقطة( 3 , 4)م 





| ا[ جد معادلة الدائرة التي نهايتي قطر فيها(3-, 5,)2 ,( 1 , 4),ه بثلاثة طرق مختلفة . 


جد أحداثيات المركز ونصف قطر الدوائر الآتية : - 





6 -0-4(2ز) + «رى ») 9© 
و - ضر + درم © 


0 - يا4+ »3 + 282 + ع ) 





جد معادلة الدائرة التي تمس المستقيم 4-لا ومركزها ( 3- , 2- )ع 
([ جد معادلة الدائرة التي تمس المحورين الاحداثيين وتمس المستقيم 6-ا 
0 جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطة (6 , 3-) وتمس المحورين الاحداثيين 
لآ جد معادلة الدائرة التي نصف قطرها 5 وحدات و تمس المحورين الاحداثيين والواقعة :- 
أولا ؛ في الربع الثاني 
ثانيا : في الربع الرابع 
ثالث : في الربع الاول 
(لآ اكتب المعادلة العامة للدائرة التي مركزها ( 3- , 2 ) عونصف قطرها 4 وحدات . 
(آل جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقطتين (1-,8,)3 (0,)5,1 ويقع مركزها على محور السينات 
جد معادلة الدائرة التي تمر بالنقاط (0 , 1 ),م.( 1 , 0 )يم, ( 4 , 3 ) يه . 


1 


اليد 












(ت. الفصل الرابع...... © 
4 1131 


الدوال الدائرية 14105 نا! 31انا 61 





4-1] نبذة تأريخية . 
4-21] التطبيق اللاف . 
4-3] دالة الظل . 


» [4-4] دوال دائرية أخرى . 


4-4-1] تعريف . 
0 -4-4] تعريف . 
٠‏ -4-4] تعريف . 
٠‏ [4-5] العلاقات بين الدوال الدائرية . 5 


. استخدام الحاسبة‎ ]4-6[ ٠ 

4-7] الزوايا المنتسبة . 

. ) -6 ( قيم الدوال الدائرية للزاوية التي قياسها‎ ]4-[ ٠ 
. الدوال الدائرية لمجموع أو فرق قياسي زاويتين‎ ]4-9[ ٠ 
. المعادلات المثلنية‎ ]4-10[ ٠ 

-4] رسم منحنيات الدوال المثلثية . 


المصطلح الرمز او العلاقة الرياضية 
الزاوية المنتسبة (6 + 905 »ام) 


موه0© © 28 - :0 ب نم ع م 


















الفصل الرابع 2* 
الدوال الدائرية 161410115ناط! /31الاء1 © 


[4-1] نبذة تاريخية : 
عرف هذا العلم عند العرب بعلم الانساب وذلك لاستفادة من الأوجه المختلفة الناشئة من النسبة بين 
اطوال اضلاع المثلث » واليهم يعود الفضل في جعله علماً منظماً له قوانينه الخاصة ومستقلاً عن الفلك 
الذي اعتبره اليونانيون علماً مساعداً لاعمالهم الفلكية . 
وقد اضاف العرب اضافات هامة ودرسوا هذا العلم دراسة ممتازة عن الامم التي سبقتهم وبذلك 
'| اعتبر هذا العلم عربياً . 

'| استعمل العرب النسبة المثلثية بدلاً من الاصطلاح ( وتر ضعف القوس ) الذي إستعمله اليونانيون 
وبذلك سهلوا الأعمال الرياضية وهم أول من أدخل ( المماس - الظل ) في اعداد النسب المثلثية » | 
وكذلك ظل التمام . 

ان العالم العربي ( أبو الوفاء البوزجاني ) في القرن العاشر الميلادي هو الذي أدخل هذا الاصطلاح 
على أنه ماخوذ من ظلال الاجسام التي تتكون نتيجة سير الاشعة الضوئية المنبعثة من الشمس في 
خطوط مستقيمة . 

وقد توصل العرب الى استخراج القواعد المتعلقة بالمثلثات الكروية القائمة وحل المسائل المتعلقة 

بالمثلئات الكروية المائلة وكذلك مساحات المثلثات الكروية ٠‏ واوجدوا الجداول الرياضية للجيب 
والظل والقاطع التمام واستعملوا طرقاً متنوعة لحساب هذه الجداول » ووضعوا معادلات واشكالاً لحل 
المشكلات التي صادفتهم . 

وألف جابر بن الأفلح المتوفي في قرطبة في منتصف القرن الثاني عشر للميلاد موسوعة من كتب 
في الفلك أولها في علم المثلتات الكروية . 

ويعتبر البتاني ( أبو عبد الله بن جابر بن سنان ) المتوفي سنة 929 م من العلماء الذين ساعدوا 
على أن يصبح المثلثات علماً مستقلاً كذلك نبغ ( ابن يونس المصري ( 1009 م )) في علم المثلثات 
وتوصل الى المتطابقة : 


1 1 


أ زلا-<ا) 511 2 +زي/ا+<ا) 51 7 - بلا 05© << 5111 





هر 


اكد 


4 1 


[4-2] التطبيق اللاف 17320110 1701120آنلا 156 

ان التطبيق الذي يقرن اي عدد حقيقي بنقطة من دائرة الوح دة (ع1ع:1© 0211لا)( أو بزاوية 
موجهة بالوضع القياسي ) يسمى التطبيق اللاف . 

وكما سبق أن تعلمت في الصف الرابع العلمي انه لو كانت لدينا زاوية موجهة في وضع قياسي 


مسحت دااره الوحدة فأن لهذه الزاوية انقطه مثلنية و احدة وواحدة فقط , 
ففى الشكل (4-1) النقطة المثلثية للزاوية 808 هى 8 وهى تقاطع الضلع النهائي للزاوية مع دائرة 
الوحدة 
8 تقع على الجزء الموجب من محور السينات 
1 - : , 08 - : (حيث “" لصف قطر دائرة الوحدة ) 








(1.0) - 
الشكل (4-1) 
وفي الشكل (2 4-2) النقطة المثلثية للزاوية 00© هي 0 وهي نقطة تقاطع الضلع النهائي للزاوية 
مع دائرة الوحدة 1 
ا تقع على الجزء الموجب من محور الصادات 
(0,1) - 5 
الشكل (4-2) 
وفي الشكل (3 -4) النقطة المثلثية للزاوية 101! هى ا وهى تقاطع الضلع النهائي للزاوية مع دائرة 
الوحدة 
ا تقع على الجزء السالب من محور السينات 
(1.0-) - 





وبالمثل في الشكل (4-4) النقطة المثلثية للزاوية الا1-0(1 هي 
(1-,0) - الا 


وال 


وفي الشكل (4-5) النقطة المثلثية للزاوية 1/10 هي لا حيث 
زلا,*) - لم 





الشكل (4-5) 
فاذا كانت © عدداً حقيقياً » وكانت ( لا,“) - 7 النقطة الواقعة على دائرة الوحدة الموافثقفة 


للعدد 6 فان العدد »ا هو 6 0516© ويرمز له 6 05»© حيث 0 قياس الزاوية الموجهة بالوضع 
القياسي الذي يمر ضلعها النهائي من ١‏ 

اما العدد لا هو 68 ©5156 ويرمز له © 511 حيث 6 قياس الزاوية الموجهة بالوضع القياسي الذي 
يمر ضلعها النهائي من ل" 

و بهذا نكون قد عرفنا دالتين مجال كل منهما *! ( مجموعة الاعداد الحقيقية ) و المجال المقابل لكل 
منهما [1,1-] وذلك لانه مهما يكن 8 ح 6 فان 


1 > 8 و5هم» > 


١ 
م‎ 
/ 


١ 
م‎ 
ما‎ 


و 1 > 6 515 


م 


الجيب (©51) دالة مجالها ؟! ومجالها المقابل [1.1-] بحيث : 
لا ع 8 وزو : هع 80 7 
حيث لا الاحداثي الصادي للنقطة المثلثية . 
جيب تمام (60516) دالة مجالها ؟! ومجالها المقابل [1.1-] بحيث : 
*ا ع 6 ووج : هع 8 ٠7‏ 
حيث < الاحداثي السيني للنقطة المثلثية . 


ة 
١‏ 
/ 
1 
/ 
١‏ 
رٍ 
١‏ 


١ 
5 


“بيو اي ةيا اي وفنا اونا البو وال ييا ييه ابي يينلة الزري با انإف اللبرريبوبا ابيب ليوفلا ابريييواة يبي ييه ال يناارييوبل ريون ارين بيذ هبي 


ليحك لا 2 عد كه 0 بكم > وو 10لا 





القياس الرئيس للزاوية : ظ 
| اناي زاوية موجهة بالوضع القياسي تقترن بمجموعة غير منتهية من الاعداد يدعى كل منها قياسأ 
' |لهذه الزاوية . وقد جرت العادة على اعتبار القياس الدائري الذي يحقق العلاقة : ظ 
21> 6> 0 ؛ 
أو القياس الستيني الذي يحقق العلاقة : 
> © > 0 
وهوالقياس الرئيس للزاوية. 
واضح أن هذا القياس وحيد » وأن بقية القياسات تنتج باضافة (2111 ) حيث (!) عدد صحيح » الى 


القياس الرئيس 6 حيث |6 + 2111 - 0016م 


00 


اوجد القياس الرئيس لكل من الزوايا الآتية : 


11 81]1+0.75 -]1 8.75 (ه 
كن 1ق -نر 0.75 
3 4 


. القياس الرئيس للزاوية التي قياسها ( 8.7511 ) هو (11----) 


00 الاك 


.”. القياس الرئيس للزاوية هو 11 - 3.14 


احسب ( 711/2-) أ 
الحل : 
2 +آ41- - 11/2 7- 
.”. القياس الرئيس للزاوية 2 / 711- هو 11/2 
2/ 11 صل5 >- ( 2/ 7[11-) داك .:. 
1[ - 
(الاحداثي الصادي للنقطة المثلثية (0.1 ) ) 


|1 ؛ جد القياسات الرئيسة لكل من الزاويا التي قياساتها الآتية : 


[12 جد الاعداد الحقيقية الآتية : 


2411 5ه 60 6 / 11 19 دهء ([8) 





ظ [4-3] دالة الظل (13280611 ) : 
يمكن أن نحصل على هذه الدالة من دائرة الوحدة » وذلك لو وضعنا مستقيماً مدرجاً على جميع 


الاعداد الحقيقية بحيث يكون مماسأاً للدائرة عند (1,0) .م 


الشكل (4-7) 
( لاحظ الشكل (4-7)) وبشرط أن يكون العدد صفر منطبقاً على 8 فان نقطة تقاطع الضلع النهائي | 
| للزاوية 6 مع هذا الخط يمثل6 130 . " 


4 





ا دالة الظل : 31 : 
١‏ 8 +(0غ 6 5م», هع 6 : 6 ) : مدا ا( 
' 8 5م» /6 مله - 6 دمق) : 
' ل 
١ '‏ 
6 نلاحظ ان دالة الظل( 310 ) هي الدالة الناتجة من 056©/ 6 517 : 
١‏ 1 
| / 
ا ل ل ا 011 


عم 11 ٠‏ 5 م 10 5 ران م 00 7 

357 0 > 6 > 0 ففان الزاوية © تقع في الريع الاول وتكون النقطة المثلثية (لا,*) » اي 
0< 6 مأك , 0< 6 0605© الاحظ الشكل (5-8) 

(3)اذا كانت 11 > 6 > لك فن الزاوية © تقع في الربع الثاني وتكون النقطة المثلثية 


(لا.»ا-) اي ان 0< 8 أده ,0 > 6 5م»ح 


3 الاك 









لاحظ الشكل (4-9) 


الشكل (4-8) 






(3)/ذاكانت للك > م >11 فأن الزاوية 6 تقع في الربع الثالث وتكون النقطة 
المثلثية للزاوية 0 . ( لا-.6-)2 وبهذا يكون : 

0 > © 05© , 0) > © 535 بالتالي فأن 0) < 80 31] 
'| كما في الشكل (4-10) 








الشكل (4-10) 


3 1[ 
2 3 0 

للزاويه هي(لا-,كا ) وبهدا يكون: 

0< © 05© ,0 > © 535 وبالتالي فأن (0) > © 31] 

كما في الشكل (4-11) 


ويمكن وضع ماتقدم في الجدول الآتي : 


(4) اذا كانت 211 > 6 > فأن الزاوية © تقع في الربع الرابع وتكون النقطة المثلثية 





جدول اشارات الدوال المثلثية في الارباع الشكل (4-11) 


! التكن © دائرة الوحدة في الشكل (4-12) 
5 هي النقطة المثلثية للزاوية 6 احدائياً 8 هي : ( 86 5أ5 , 6 5مه) 
نلاحظ أن 08-1 م 
8 صاك - الااع 
6 5هم» - الا0 
وبما ان المثلث 01/5 قائم الزاوية في //ا 


( 6 ماى , 8 و5مء) 9ا” 


حسب مبرهنة فيثاغورس نستنتج ان : 
1 - 2( 6 مزأه) + 2 ( 6 5م ) 
ملاحظلة : نكتب عادة 0 5102 بدلاً من 2[ 00أك ] 





وكذلك 0520© بدلا من 2[ 6 0605© ] 


وبالمئل نكتب 511136 بدلا من 3 6 515 ] وهكذا 





: اي ان القاعدة السابقة يمكن ان تكتب‎ |١ 
5 اننا‎ 


<منزاؤ» 


1- 20مزه + 28ومه / 


ليد يي ميرو ري ا 2 تحتو .باتو سيا 














جد 3/ 511 31 
فيل : الزاوية 3/ 511 - 6 تنتهي في الربع الرابع فنجد من المثلث -1الا!0 أن : 
511 
.7 0أهك ‏ 51 008 
511 ومء 3 
3 
0 3 
2 0 
1 
2 
2 نت قى 





اذا كانت © هو قياس الزاوية الموجهة بالوضع القياسي وكان 
فاوجد قيمة 8 05© , 


513 © - 


84 31 علماً ان ضلع الزاوية النهائي التي قياسها 6 يقع في الربع 


[ - 6 52م 6 5102 
ج 1 - 526هج + 9/25 
1-65 - 0 :2 5م60 
16/5 - 
5 - 0 605» .:. 
تقع في الربع الثاني 
0 > 8 05©» .:. 
45 - 
6 5مع/ 6 لاع 


وبما ان 8 


.: 60 


٠ ١ مح‎ 8 


8 مقا .. 























|1: اوجد * 515 , »ا 05» , ا 30) اذا علمت ان الضلع النهائي للزاوية (*) الموجهة في الوضع 
القياسي يقطع دائرة الوحدة في النقط المثلثية الاتية : 


© 1) 


0/6 - 6 /11 0052 مه 



















[4-4] دوال دائرية اخرى : 
عرفنا في البنود السابقة الدوال الدائرية : 512 , 05© , 30] 





وباستخدام هذه الدوال يمكننا ان نعرف دوال اخرى وذلك كما يأتي : 
[, الدالة 2513358171 ( ظل تمام ) ويرمز لها 01© وهي الدالة الناتجة من مقلوب الدالة ( الظل ) 


اى ان : *ا 1310 / 1 -<<ا )601 


- ©05 “> /50 : 


تعريف [4-1- 4 


_5” ا م ل سد صني وس - 5 ود صن 5 ١>‏ دن اوور دودر ردرنر ردن !ب " بوبسوورر لسري 5 ل دمر در عه دوي ودر ردي 


ْ 


الس لزيا ابي وما ابر ونا ب ابر يبا اب يباك ووو ابن وخر 
2 


"١ 


©6014 دالة ظل التمام‎ ١ 
ب 8 جح ( 0 ع 6 مزه , 8ه 6: 61:460همه‎ 1 
ماأ5 /6 5ه» - 6 )من‎ 68 


.)510 6 20( اي ان الدالة 04© تعرف لكل الاعداد الحقيقية بشرط‎ ١ 


[ يعني م 06 ا م لاا اد د كه يباام ابر د 8 كت عتساب يه "اد عد أله ىر > وامساى_ د لا سا دا" ار 0 اس 2 م “اماد الننا وعسام 


3 الدالة 4023131 (قاطع) ويرمز لها ©©5وهي الدالة الناتجة من مقلوب الدالة (605) 
اي ان *ا 1/605 - ا ع6ع5 


وهي تعرف لكل الاعداد الحقيقية ا بشرط (0 + ا 605) بعبارة اخرى 


تعريف! ديف[2 - 4-4 ] 
و كك اصن كك اير تك ال كك الا كك ا ا اا ا ا ا ا ا ا ا اا ا كك ا م ا ا ا ا 6 ا ا ل ا ا ل لل ل 6 ال ال ل اك --- 

١ 5©© 5 دالة القاطع‎ ٠ 

١ ١ 
ب 8 جح ( 0 ع 6 5م» , 8 ع © :6 :ععمه‎ ' 


6 5م» /1 - 6 معه ١‏ 


- 


ابيا تم 


مد ف 5-5 ب 5 عه ا سر ع سس شل م وسور .ا نيكم .5 م 7 جحلل له ل 5-5 لاس لاحو رد 6بب5 مسكم مر ل ب5 ته د َه روصن هخ 35-5 هه مده ون 3 


1 الدالة 555863111 (القاطع التمام) ويرمز لها ©5© وهي الدالة الناتجة من مقلوب الدالة (515) 
اي ان *ا 1/510 - كا عوه6 
وهي تعرف لكل الاعداد الحقيقية “ا بشرط ( 0 ع <*« 511 ) 
تغريف[3 - ك4 -4] 
| دلة قاطع التمام : ©65© 000 3١0202020000000‏ 
ْ ب 8 ج ( 0 ع 60 مأة ره ع 6 : 6)بنع5ه 
6 مزه /1 - 86 عده 


لسار وسار سىس واكم ا لا عرسيو وكام 00 كه بير سس ا بس يديه اوري جك “ره - عر .0 “ا ا 2 ان 2 0ن حي .تدك لين ات - د كت ين 5 يواد يت 


1 5 
اذا كان : 1] > *« »> 


11 1 
2 وكان 5/13 - ا 511 فجد كلا من : 


©05 ٠ , 1311 ٠> , ©01 ٠7 , 566 <> , ©56© ا‎ 





الكل : 
[ << 2و5من + 2وزو 2 "١١‏ 
ج1- « 52مه+5/13(2) 6 
9 -] - << 6052 
9 144 -« 2 ومح ج 


3 12 + - <<ا 605 ج 





وبماان | ]1 > * > اي انها تقع في الربع الثاني 


" 05 << > )0( 
- 1/13 
٠ "١ ع ورج‎ - 5113 / ©05 


5 


13 
-2 


13 
2 - - <«* 130 .' 
5 -<]0» .: 
2- - لا 5م1/6 - اا عع5 
5/ 13 << مأو/1 - »اا عو 
ير _ أ 


* 05 


ح- ع< ررق * 












[4-5]العلاقات بين الدوال الدائرية : 


( المتطابقة الفيئاغورية ) 
!/ 8 2 ا , 1[ - << 52ج + ي» دنه 1 ١‏ 
1 2/ 11. (26+1) عجكا ,“اا , ا 5664 - 1+ وي مى بلي ا 







/ 3 
ع( : 4 
#3 حبت ! عدد 
2 اي صحيح ١‏ 
ا( 011 علا ,»اا , عا تعوج داع )امن 0< / 
1 5 
0 : 
حيث 1 اي عدد صحيح ١‏ 
' ؛ 
ئ 1 البساجتييين ‏ وجنلا قتي يبنا نوللاه تلن بعإتا نين ونين يطاس يي ولت اجنلا لان .ون الور يبظ ين .ونلا اللي روطا” لطن .وملا التي ,يبل لان ولا انين بوطلا لني يجأ تبني بح بقل لاي يلاتلل .يي بنلا لانن سلا بين يونلا لبر ,بجلا انيبن .ينلا اللي يروب لين يلاتن .ويلا طن .يز 


]ل 





اإ[#القد سبق برهنتها في البنود السابقة . 
| اذا كان »ا اي عدد حقيقي ما عدا المضاعفات الفردية ل (11/2) والتي تجعل 


(20 “ا 05»© ) فأننا نقسم طرفي المتطابقة (1) على <ا 052© لنحصل على : 


>“( <<" 05» / 1) - *(<"ا 05» / < 05ه6) + *إ(كا 605 / << ماأ5) 


20+7/2) كا , * 7 , عا 2معع5 - 1+ عن 2ررج] 


حيث ١١‏ عدد صحيح 
ودلك لان : ا 6005 / << 510 - ا 313 


15 3-566 


(#اوبالطريقة السابقة نفسها اذا كان 011 حيث 1 عدد صحيح ٠‏ يمكن قسمة طرفي المتطابقة 
(1) على ا 5117 فنحصل على : 


ج *( << ضأ5 / 1) - *(< لاد / ا 5م60) + 5( آ5 / ؟ا لاأك) 


011 بغ , >< 07 , ا لهعوج دع ناوج +1 


5 - 


البت صحة المتطابقة الاتية : 


0/2 7ع * , “اا , عا 2معون ع لمعه د ير تعوج + يز لمعه 


غ2 17+ 2 15 دير 2 عوج ببردععو 


* 2 05ح لعن ررز؟ 


512 2 05ح 
* 512 2 ومح / [ - 
1/5107 . <2 605 /[1 - 
4 2502© )7 562 - 


الطرف الايمن - 
انبت صحة المتطابقة الاتية : 


دنر 2م[زو دير دومح 
0142© 4 1ط 3 


512 0 


1+< 2مزهو - يي 52ج 3 


51112 

















1 


“ا 0052© + ع 0052© 3 0 ( 2ماه -1)+ <ا 6052 3 


51112 ع 51112 





الإ اذا كان برد > »ير > للة3 وكان 2/3 - ا 05» فجد قيمة كل من : 
ظ 2 
0© , >< 566 , >7 5606© 
]| ###ذدكن طلْ13 >« > ]آ]وكان 7/3 - « مه فجد قيمة كل من : 
2 


56 ٠> , 566 <> , ©01 


ا 566 >< لزه - ير ممارريعم 


2 5 2 مرا 
* 0055 + 5|024 - »ا تعوة © 
*غ 1-5112 


3 انبت صحة المتطابقات الأتية : 





1<( 2 1-7 )0 “ماه -1) (يع 


2 1 
“روهه » مزه - _ *# 25ع_ط!_ »م 
2214 





2ه - 2 ررزع +1 
“1 430 2 ومع - 00 
> 0605© 
















[4-6] استخدام الحاسبة2 36015اباءلهء ودا5لا 

لقد سبق ان تعلمت استخدام الحاسبة لايجاد قيم الدوال 
0 , 05»© , 1310 مباشرة لأية زاوية والأن نتعلم استخدام 
الحاسبة لايجاد قيم الدوال » 014© , ©©5 , ©5»© مباشرة لأية 
زاوية . مع ملاحظة نظام الزاوية (6 2 1 ) درجات او 
(0 8 ) نصف قطري 





مم جد 51 ©6© باستخدام الات الحاسبة 
فنجد كما مر سابقاً "51 510 اي نضغط على 
المفاتيح بالترتيب التالي من اليسار الى اليمين . 

وات 11 
فيظهر على الشاشة 0.7771459 
وهذا يعطي ١‏ 0.7771459 - 515 517 
ثم نضغط على المفاتيح بالترتيب التالي من اليسار الى اليمين . 
لع »ا 
فيظهر على الشاشة ‏ 1.2867597والذي يساوي ©510ع5».(مقلوب 1ه ) 
| ملاحظة : هناك حاسبات موجودة عليها مفتاح ل/الااا بدلا من 21101 
| 


)من 49 جد 2 06 .م 35522 566 , 22 350ج6وح 


ظ باستخدام الحاسبة 
١‏ الل ٍ 


١ 


|( نحول الدقائق الى كسر عشري من الدرجات بالضغط على المفاتيح بالترتيب التالي من اليسار 


الى اليمين : 
- 0كالخالما| 2 


ؤ فيظهر على الشاشة العدد 0.3666666 
ثم نكمل كتابة قياس زاود تفط عي لطا 


يظهر على الشاشة العدد لعا قعالم 

[ نجد قيمة 420 بالضغط على مفتاح 430 فيظهر على الشاشة العدد : 
29251 

07 












0 نجد مقلوب الدالة 430 لنحصل على 04© بالضغط على المفاتيح : 
“1/0 2110 
يظهر على الشاشة العدد 
6-- - 22 355 606 
وبالاسلوب نفسه اكمل حل المثال لايجاد كل من 22 “359 ©©5 , 22 359 ©5© 










[4-7] الز او ية المنتسبة 
تعريف اطسو ظ 
! اذا كان 6 قياس لزاوية حادة فأي زاوية قياسها على الصورة( 6 + 909 * 7 ), حيث 1 عدد / 
0 رصع جد عا سس يد اس لالد اي ل 8 / 
ظ : الزاوية التي قياسها (15079 )منتسبة للزاوية الحادة 305 لأن : 0 
(305 -2900) - (1500 ) 
| والزاوية 2407 منتسبة للزاوية “60 لأن : 
( 60 + 2<900) - (2400 ) 
والزاوية “300 منتسبة للزاوية “60 لأن : 
(*60 - 4<900) - (3000) 
والزاوية "305- هي زاوية منتسبة للزاوية ”30 لآن : 
( 30 - 0<900) - (300-) 
واستناداً الى التعريف السابق فانه اذا كانت © قياس زاوية حادة فأن الزوايا التي قياساتها : 
'( 6 +3600) » ( 6 -3600) ؛ (1805+6) : ( 6 -1800) 
6(٠‏ -6(.)0 +0) (6 +900) . (6 -900) 
( 60+-270).( 6 -27005 ) . هي زوايا منتسبة للزاوية 6 . 


فمثلة : 
(30- 2700) - 2400 أو (600+ 1800) - 2400 
459+ 900) - 1350 أو (450 -1800) -1350 
٠ + 30 9‏ 270) -* 300 او (5 60 - 5 360) - * 300 
9 60 + * 270) -* 330 او 9 30 - ٠‏ 360) - * 330 


مللاحظة: اذا كان قياس الزاوية اكبر من ”3605 (أي اكبر من 211) نبدأ بطرح 3609 أو مضاعفاتها 
ل 











(او طرح 211 أو مضاعفاتها اذا كانت بالقياس الدائري) ليصبح القياس رئيسياً أي يصبح قياس 
الزاوية ينتمي الى ( 0.360] أو ينتمي الى (211 , 0]. 





جد 1209 515 , 1209 05©» دون استخدام الالة الحاسبة. 


03 0 4 ب #ج‎ ١ 

(لإ#ان الزاوية 808 التي قياسها - 1205 تقع في الربع الثاني. (لاحظ الشكل 4-13) 
اذأن: (1209 صأك , "5120مه) 8 - إلا , »)5 

ولكن 8 < 5 تحت تأثير انعكاس في المحور ا 







(60 5182 , 609 05ه6) > ( لا *) 8 0 

ولكن يد - ل بير 

0/2- - 600 5ه - - 1200 05 .. 
كذلك لا - لا 

م 3/ - 609 ضا5 > 1209 513 .:. 





' | (لا , »«)8 


الشكل (4-13) 


وما : - 1800 - 1200 
0 - 900 » 2 - 


. 1209 منتسبة للزاوية 609 

من المثال السابق نلاحظ أن 
0 “60 داك - 120 اك 
2/- - 600 وه - - 12090 605 


ان ل 


لان الزاوية 8015 التي قياسها - 1209 تقع في الربع الثاني كما اسلفنا اذ إن 
1209 صا , 1209 5مع6) 85 - زلا , «) 8 
ولكن 58 < 5 تحت تأثير دوران حول نقطة الأصل بزاوية قياسها 907. 


(30 05» , “30 مله-) - 8 .: 
(900+309) مأى , (900+300) 5ومع6) - 8 
2- - 30 صلة- > (*90230) 05© .: 
2/ 3/ - 309 05 - (905+305) مأك 


)| نشاظ] : باستخدام دائرة الوحدة والانعكاس في نقطة الاصل (0)» أوجد 


ا 


| 2109 5م , 2109 الك 





| نشاظ 2 : باستخدام دائرة الوحدة والانعكاس في المحور السيني اوجد 
95 05» , 3159 517 
لايجاد قيم الدوال الدائرية لأية زاوية نتبع الاتي: 
ا[#انجد القياس الرئيسي للزاوية اذا كان قياسها اكبر من 3609 او اكبر من 211 
نضع قياس الزاوية الرئيسية على الصورة( 6 + 711/2)أو(6 + 905« م) 
حيث 7 عدد صحيح موجب أي يأخذ القيم (... , 4 , 3 , 2 , 1) 8 قياس زاوية حادة. 
اذا كان 0 عدد صحيح فرديء أي يأخذ القيم: ... , 5 , 3 , 1 
فان قيم الدالة الدائرية للزاوية ( 6+ 211/2) تتغير من: 
(011/2+6) هذه الى 5م 
ومن ( 6 + 011/2) 05» الى 6 517 
ومن 6١(‏ +6211/2) 86) الى 6 6مك 
ومن (211/2+6) ©56 الى 6 هع5» 
ومن ( 6 + 0211/2) 4هه الى 6 30 
ومن (6 +211/2) »5ه الى 6 عع5 


١ 


مع مراعاة اشارة الدالة في الربع الذي تقع فيه الزاوية ( 6 + 711/2) 














(0© اذا كان 0 عدد زوجي موجب أي تأخذ القيم: ... , 6 , 4 , 2 
فان قيم الدالة الدائرية للزاوية (6 + 211/2) لا تتغير وتظل كما هي 
اي ( 8 + 512)011/2 تؤول الى 6 (5أ وكذلك, ( 6 + 011/2) 5م6 
تؤول الى 0506© , وهكذا بقية الدوال الاخرىء مع مراعاة اشارة الدالة في الربع الذي تقع في 
الزاوية( 6 + 711/2 ) 
© يحدد الربع الذي تقع فيه الزاوية 6 وننسبها لاحدى زاويتي هذا الربع. 
فمثلا: 
في الربع الاول: ننسب للزاوية 8 -900 الى 3605+6 
وفي الربع الثاني: ننسب للزاوية 6 +900 الى 1805-6 
أ وفي الربع الثالث: ننسب للزاوية 8 +1800 الى 2705-6 
وفي الربع الرابع: ننسب للزاوية 27090+6 الى 3605-6 


<< متالل[2 جد قيم الدوال الدائرية للزوايا التي قياساتها: 


4206 , 3306 , 210“ , 150“ , 








انحل : 
[إ#الزاوية التي قياسها “30 تقع في الربع الاول 
3 /1 - 309 130 , 2 3/ - 309 05» , 1/2 - 300 داو .:. 
552 - 307 601 ةف 3 //2 - 309 ©56 , 2 - 300 م65 


#إ# الزاوية التي قياسها 1507 تقع في الربع الثاني 


(609 + 9090) وزع - 1509 زع 309 -18090) مله > 1509 مأك .'. 


2 - 600 005 - 2 - 300 مزه - 












(609 + 9050) 5ه» - 1509 5م»ع 


- -51609 - 0 






(309 - 1800) 5م» - 1500 5م»ع 


- - 6005 309 - 3 2 










609 + 900) م8 - 15090 0ق (30 - 1809) صة) - 1509 0ج 


1//3 - ح 6001605- - 0086 - 3000 3خ - - 





609 + 9050) 4م» - 1500 )مه 


3[--080600غ - 


305 -1800) ممه - 1500 )مه 


3--6300مج -- 


















605 + 90*0) ععه - 1509 معع5 305 - 1800) عع6ه - 1500 ععه5 


2//3- - 60566050- - 2//3- ح- 3000 6ه اد 


(609 + 900) عو»ه - 1500 عوء 309 - *1809) عو5ه - 1500 عو 
2 - 560605 - 2 - 300 عوج - 





الزاوية التي قياسها “210 تقع في الربع الثالث 


(609 -2705) مناه - 2109 اع (309 + *180) صل > 2109 صلأو .'. 


12 - 609 605- - 1/2 ح 3000 3ه ا - 





نشاط؛ اكمل قيم الدوال المثلثية الباقية للزاوية التي قياسها 2107 


27 


الآ الزاوية التي قياسها “330 تقع في الربع الرابع 
(609 + 2700) مله - 3300 درأك 309 - 3600) مله > 3300 دأه 





2/- - 005605- - 2- -300 10و - - 
نشاط: اكمل قيم الدوال المثلثية الباقية للزاوية التي قياسها 3307 
#1 الزاوية التي قياسها 360 + 600 -”420 
ان قيم الدالة المثلثية للزاوية (3609+605 ) هي نفس قيمة الزاوية المثلثية (609) لماذا ؟ 
هالاحظة : لقد سبق ان ذكرنا بانه اذا كان قياس الزاوية اكبر من 36079 نطرح “360 أو مضاعفاتها من 
هذا القياس الى يصبح القياس607هو القياس الرئيسي للزاوية »وعليه فان * 60- 3606 - 4205 | 





0 
١ 


2 إ|- 600 منه - ؟ 420 مله .:. | 
2 - 600 5ه - 4200 و5م6 





نضاط : اكمل قيم الدوال الدائرية الباقية للزاوية 42609 
[4-5] كيم الديان لدكرية للزارية لني كياسيا 0075 
أوالا ة اذا كانت الزاوية التي قياسها ) 6 ) تقع في الربع الاول فان الزاوية التي قياسها ( 0 -) تقع 


في الربع الرابع 
لاحظ الشكل (4-15) ( 6 صته , 6 5م ) - (لاءء»)8 
إن الزاوية 8018 التي قياسها ( 8 ) نرمز لها بالرمز : ييه 
) © مزع , 6 5 ) - (لا,“*ا) 85 


لذا فآن ((2-8)ماك , (8 -) دوع 3 






ار 


((512686 ,(6 -) و5مع) 85 الشكل (4-115 ) 
ولكن : لا- < لاء «ا جح » 





3 


8 5م / 6 مأه - - 
(6)مه - -(6)محج) 
ملاحظة: يمكن اثبات النتيجة السابقة نفسها في حالة وقوع الزاوية التي قياسها 
8 -) في الارباع: الثاني أو الثالث أوالأول وبالطريقة السابقة نفسها. 


(*2240) هأ , (2400-) دمع 


7 (اذه - - (240-) أ5 
(1809+609) مأه - - 
- - 60 مزه - 
(2409) 5ه» - (2400-) 0605© , 
(9 60 + 1800) 0605© - 
02--6050 005-- 
( 1911/2)صنة , “780 5هء ,(3000-)30] 








(811+ للم 0 - (1911/2) وت 


) ا ) 5111 - 
1-- 

(05)22360+609» - 7800 5م60 
0 005 - 
12- 

“300 382) - > 300-) مقا 

الشكل (4-16 ) (60 - 360) مه - 

(60مغ-)- - 
30 - 


0/3 

















ش فب 6 سارين (4-4) ؛ 
([آاذا كان 8/17- - 6 510 , 0 تقع في الربع الثالث فجد : 
( 6 +11/2) صلد , (6 -311/2) 0605© , 0560© 
اذا كان 0.8 -0586» 3609> 6 > 2709 فجد : 
(/-2705) 5ه» , (18 *270) 5مه , / لاذه 
(آ#اذا كان 24/25 - 0مأه 1809> عه > 909 فاحسب قيمة : 
”120 05» + (-ه- 1809) 05» - (عه-909) اا5 
الائبت انه 
0 - (6 -]1)صاء (6 +]11)منة - (6 - 11/2) 5هء ( 11/2+6) 5م»ه 
| #احدد الربع الذي تقع فيه الزاوية -ه اذا كان : 













0<ءه 5هه , 0 < عه ونول©) 
0 > عه 5مك , 0 < عه مزه لام 


0 عه وهء , 0 > عه منوللا©) 


(0)< عه 05»© , 0) > عه ده 8 





| ااي العبارات الاتية صحيحة وأيها خاطنئة ؟ 


00 2705 - 2 5135 65 

ذهه 2 - 00و دزة ا 

“10 1303 1/2 - 15095 دهء01© 

0 05» + 3050 05» - (605 +300) دمع 60 








عه ضه دزعو+ 1806) 5م +( عه- 6)2700مه جزعه + 900) منولا») 
2705 5مه-1) 1/2 - 1350 تمنة © 





ان سد 














( 

ظ 

[4-9] الدوال الدائرية لمجموع أو فرق قياسي زاويتين : 

سوف نبحث في هذا البند دوال مثل( ,كا - ) 05» , (,كا + ) 605 وعلاقة ذلك بالدوال 

كا 605 , ا 511 , ركا 605 , را 5111 

اولا: مفكوك( ,<ا - ,<) 05»© , (<ا + ي<) 605 

ولايجاد هذه العلاقة سنستخدم الصلة بين الدوال الدائرية وحاصل الضرب الداخلي للمتجهات 

(أعنالسعظ تعصصا) 

وكما تعلم انه اذا كان © هي الزاوية بين المتجهين © , 0© الموضحين في الشكل (4-17) حيث: 
(11 > 8 > 0 .وان * - ,ا - 6 ) 

| فان: 


عله ده ع هم 
(< - را) 605 .|[00|| ١|أامه||‏ - ونه .مه 





فاذا اخذنا الحالة الخاصة 1 - |[00)| - |إمم|| 


0 


| وجدنا أن: 





اليلد لوقيام 
0 _- ب 5 - 00 . م6 

لقر 
” - / 05»© - ) 5 كا 05) . 0 50 ب 05) ١‏ 


الشكل (4-17) 


ومنه نجد : 


[... “(* - ي*) 5 - رذ 516 ءا 50 + را 05© إلا 605 





واذا عوضنا ب (< -) بدلا من ا تصبح المتطابقة (1): 


0 : ب*) 5 - ,* 5 (*-) 5 + كا 605 (*-) 205 


2 )0 . ف 85 - ركذا 5158 اذا 518 - رلا 05© اا 605 


د : 
< منل4! 4 احسب *755 05»© , 159 0605© 
انلعل 





605 750 - 5ه‎ )45٠ + 306( 


65 51 455 أذ -3050 005 4590 0605© - 


| _- 1 1 
2 


مه 4 3--ك-- 


1 
2 7 2 2 





309 - 4550) ومه -150 5مك 


65 515 455 زد +3090 005 4590 2005 - 





ب 3/ا 


1 1 


1 
0 2 2 2ل 
+ 3 / 





بلم + 
1 


1 


2/2 





ثانيا: مفكوك( - */ 0ه , 0 + ب لت 
آل« + يكم -900] 5مه - كا + يك مله :. 
[*< - ريك -90)] 605 - 


5 )مغ - 00) 5 + خا 605 )و -909) 5 - 


3 3*0 517 ركا 605 + 0< 605 رلا 50 > (<ا + ي<«) 0 ؟ 





وبالتعويض عن ,* ب( » ( لتصبح المتطابقة )3( 


4 ... 4 1 رك 5 - 1 605 إلا ماع - (كا - ركا )511 





احسب 755 51 , 1559 أ5 


(305 + 4550) مله - 750 مأك 


565 1ه 4590 05» + 3050 005 455 زه - 


1[ + 3ل 
20/2 
309 - 455) صله -150 أ5 
65 15و 459 وم -305 و5مح 455 راك 


3 


لك يس 
2 


1 


212 


1 
20 
3ل 


ثالكا: مفكوك : (,ا + ,*) 131 , (ركا - ,؟ا) 30] 
اذا كان ١‏ , رك*ا أي عددين حقيقين في مجال الداائنة 0 وان ,كا + ,ا مجال الدالة 132 | 
فان: 
وخ 1 كه شت - ( يك + / 0 


ر»ا + فم 05 














َه 3-3 عا 05© + را 605 ا 3 


005 005 1 - 5١ اد‎ 1 


وبقسمة البسط والمقام على ,ا 05© ,لا 05© نحصل على: 


3 ات بغ 605 ركا 605 ,كا 0 
35 
ركا 605 كا 605 كا 605 نا 605 


ا 0 ؟ *# 0]؟ را 605 ,ا 605 


و 005 2 05 و 05 و 05 





117 ٠5 + 432 * 
1- 0 4 600 ل‎ 


ب 0 + * 63 





ا 0] ا 0 -1 


2 


ولو عوضنا ب و ) بدلا من (,“) في المتطابقة (5) لحصلنا على: 


660 » - 0 3 


- 3 فيه 0 


ا 320 * 0 +1 








أاحسب 759 132 , 1559 131 


( 309 + 455) ص - 755 مدا 


_ ]30 455 + ]3 67 
1-30 455 13 05 


1 
ا 1 ا 


1_»# 1-1 
3 ل 


1+ 13ار_لممم 0 . 
135ل 


305 - 455) مه - 155 مقا 


6 3 - 455 13 53 
005 32] ؟459 1+3 


1 


3 -1 ل 


ل» 1+1 


3ل 


0-1 3ر_ -159©0 130 .. 
1[ + 3 1 
7211276 00100111100أ011111010100000000أ2 


ننيجة (1]: لكل عدد حقيقي »افان: ١ ١‏ 
“ا 05© << 11أ5 2 - 21 منو لاق / 

* 5152 - عر 052ج - 21 دهء ((0) ا 

١ © دوء‎ 21«*- 2 ©2052 <*<- 1 

* 2512 - 1 <<« 2 دده ا[ / 

(*ا 698282 - 1)/* 031 2 << 2 مد لع ْ 
بشرط المقام <: صفر ١‏ 


سر 
- 


البوي رج با#التتزي ب بنل لتر لزي حم يت تت ير 02ر30 


! ده" 


اذاكان 4/5- عه هآة , 909> عه > 0 


, 51112 6> 


20 605 , ©2060 311 
 -1‏ ع 52مع+ حم 5102 
1[- © 2و5من+ 16/25.. 
5 -1- مم 0552© .1 
95 وات 
45 - © 605 .' 
“90 > عه >0 5 ' 
5- © 605 2 
ع6 251502605 -ع20 لطأو5 ' 
ا “ا 2 جتع20 5185 '" 
5 5 
5 - 
ع6 5145 -ع ©0520‏ 202 6005 5 


- 9/25 5 




















احسب 11/8 517 , 11/8 605 


11/4 8مع سف - وار تمزه 


يضرب البسط والمقام في 2 /ل 


6052 11/8 - __ 17 5511/4 . 
2 


2+02/ل - 11/8 5م» 
2 























بدون : استخدام الحسابات احسب 


105 50 , "105 2055© 
الحل : الزاوية 105 تقع في الربع الثاني وهي نصف الزاوية 2107 وبأستخدام قانون نصف الزاوية 
51 6 تحصل على : 


' 1- 050 1- ©205)180+30( 


1+ )- 


8 ع« ا ,ءا 5مه - 2/< كمزه - 2/< 4ومه | 


(2/»ا تضاع+2/»ا 052ه2()6/“ تمزه 2/< 6052)-4«2/2مزه-2/<*ا 54م 


- 5 2 ( »/2(( (1) 


- 005 #7 















اذا كان 3/4 - ا 131 وكانت 909> << > () فاحسب: 


313 2 , ©05 2 , 5113 





اذا اكان ‏ 2/ 5 - عه »هه , 11/2 > عه > 0 


فاحسب: ع6 2 ©5© , ©2060 601 


اذا كان 4/9 - © 302 , 1809 > © > 900٠‏ 
1 فاحسب: ١(‏ © 2 -18095) 05» , (*90 - -20) 510 


اذا كان كل من © .8 زاوية حادة موجبة بحيث "45 - 6+0 وكان 2/3 - ]6313/-300] 








1 فاحسب: 20 131 , -05 2 31] 
ااثبت أن: 
التن ا نه 1ك ١-|2/ع0‏ 046»[ ثم احسب 014159© 
بدون استخدام الحاسبات ع6 605 - 1 


(#اإثبت صحة المتطابقات الآتية: 
8 2 مأ +1 - 2( 6 ومع + 6 منى) ل 


لا ©©5 ا عع5 55 09 
ا_لللسلسالسسح (الإ 8 
لا 1310 << 1+3 ١‏ 


رم )دمء +0180 ) مأك , 6-909 ) صأىه -رعه-)وزك 


(90+م8)صا5 +ز عه+510)1800 م 665+( ع005)2700+0- 


( ©ه- 511807 


6 0 2 لكك لئاس سس اكه 
(عه6 0 0 6»05)1 1 


+( عه -2700) مدنللعم 


2 - 100 صنه 200 5م» + 100 5مه 200 دأدال) 


ا ل 





2 - 655 05» "55 05» - 255 605 355 دهء (0©) 


لاك 05ج - 558 
4 1_2 - يرد ووه عر 2 دنه 69 


8 


1ك « 5ه 4 - « مد »ا : دمه 8 - 46 وه لع | 


, 0531© بدلالة ‏ <اازك , 





[4-10] المعادلات المثلثية : ١‏ 

ظ سر بف 

|] حسم مسي سير مجسو بحسي مستبن وستير سكير مسن متسر مستي متيل متي يمسر متم لكي مستين  مسس متب  مستس  رمتس يتس مستا تسر مستا يوسم توح بين‎ 1 ١ 

. المعادلة المثلثية هى جملة مفتوحة تحوي دالة مثلثية أو اكثر لزاوية معينة أو عدة زوايا : ١‏ 

ا ا 

, 8 , وابسط صورها هي : 5 <<" نمزو , »ا - »ا 0605© حيث ]1 2 7 , [1,1-] ء كا‎ ١ 
( حص بحن يحم سن مسر سير بوسر ببسي ا مير ا بإبسسين وساي يلوتسي ا وبصي ا بسي وبتسي ا ببمسييي ا ببسي ا يوتسي ا بسن ا بصي ا سوسس بوسشين زيب‎ 00 
اول": المغلد لات للمنلثية: الببيظة‎ 

| ليكن ا قياس زاوية مجهولة . 8 قياس زاوية معلومة بحيث [21 > 8 > 0 » ولندرس 


الحلات الثلاث الاتية : 


1-06[ »ا مهم 8لا ج> 6 زه دزا ملك به 





وبالمقياس الستيني : 6 - 18090 -“*< بمرنو 8 -ي 








| 
ظ 


اذا كان “45 510  -‏ 510 فما قيم » ؟ 


65 1800 د22 بعر ©4550 ديح جه 450 مزهو << رزو 
اي ان : 1359 -«ا ‏ “هه 65 - « 


حل المعادلة : 1/2 -< 15أ5 
2 - 300 51 
”0 -300 - 180 -<*<ا عه 300 << جه 300 510 - نا مأك 
21-0 -١<ا‏ يمن 0 -ح« ج> هن دز ومح لط 


وبالقياس الستيني يعني أن : 0 - 3600 -»« عن 60-ي» 
4 حل المعادلة 65 005 - "ا ومح 


00 - 3609 جا لينو ©7535 -<ا ج ©7550 0605© -ع" 0605© 


اي ان : 28595 -»ا_ "ره 60 -«خ 


مجموعة الحل - (2859 )75٠,‏ 








ظ ) ال 4 حل المعادلة 1/2- -< 5مح 
الل : بما أن 0 > ذا 05© (02. ا تقع في أحد الربعين الثاني أوالثالث 
وهي منتسبة الى كل من “60 +1809 ,“60 - 1809 


لان 1/2 - 60 605 





مجموعة الحل - (120*,2409) < 2400 -»*« ,ره 1200 -»« جه 1/2 - -<ا ومح 
8 +]] -*< عم © -عح <> 30 -<ز ورج) 1 


وبالقياس الستيني يعني أن : 0 + ©1809 -« عه 0 دي 





حل المعادلة ‏ 539 130 - << 30 





6- ©1800 دع نرن0م ©5360 دجي اج 5350 (اخج) - )ع ررج) 
65 << 8ه 65 -« 
مجموعة الحل - (23390 ,©1539 


هه 030 


حل المعادلة 3 - عا صها 
65 5قاأ- »رد صن جه 3 ل -<ز وج 
6050-0 +1800 حا 6ه 605 -* جه 


مجموعة الحل - ( 60“,240) 


حل المعادلة 0 -6)مج+ ياك مج)+ حيث أن 909 > << >0 

ج ا]امن- - كاك 130 

( في الربع الثاني) + ( ا+909) 1980 - ا 4 132 “عطااع : 

جح 2+ 900- نا 4 

جح 905 - *« 3 

':*« - 0 

( في الربع الرابع) + (+*270) مها - »4 30) ,ه 
ج +2705 - »م« 4 
ج 2700 - »3 

(تهمل) 900 -» 





مجموعة الحل - 213091 
حل المعادلة : 





' 0 -2- < ومح3 +<<ا 26052 
الحل : نحلل الطرف الايسر وكما يأتى : 


ج 0 - (1-< 5م26) (2+ < 5ومهن) 
2 - -ك<< وم عع ازع 
يهمل لانه [ > ١<ا‏ 05 > [- 


0/2 - << 5مه6 6ه 


ويكون ا 605 موجباً في الربعين الاول والرابع 
أ) في الربع الآول : 
0 حا جح ©6050 0205 - ا 605 
ب] في الريع الرايع : 
0 - 3605-60 -ا ج (3609-600) 205 - عا ومح 
مجموعة الحل- (609,3009) 


0 ّْ | 290 


© - ا 5م60 8 + ااه 3 
اي انها معادلة من الدرجة الاولى بالنسبة الى (<ا 15أ5) ٠‏ (غا 605©) 
) المعادلات المثلثية من الصورة : 
ل - ا 0652© 6+ ا 205 ا ماعط + << 3512 
اي انها معادلة من الدرجة الثانية في كل من (ا 75أ5) » (ا 605) 
ففي الحالة (الاولى) اذا كان احد المعاملات 3,5,6 يساوي صفراً فأن المعادلة تتحول 
الى معادلة بسيطة ويمكن حلها كما في الحالة (أولاً ) 
اما اذا كان كل من هذه المعاملات لا يساوي صفراً فيمكن توضيح حلها اذا كان 
22+27 > 2© وكمافي المثال الاتي : 





3 | - عدوم + ير مزي 3 ل 


| العل : لحل هذا النوع من المعادلات نتبع الاتي : 


ح 3 [-2اومك + كا مزه 3 / 

جا 3/- “ا 605 + ا [5 3011/3] 

جد 3/-< وه» + < مله ((11/3 5ه» ))/ (11/3 صنة)) 
1/3 05 3/- “ا 05© 11/3 605 + << مأ5 11/3 أ؟ 
2 / 3 | - (» - 11/3 ) 5مء 


يكون ا 05© موجباً في الربعين الاول والرابع 














د( لطل)وه» - (»- ١‏ ) 605 اعطالهة . 
6 
1 د لكل لك دير ب لك دي _آآ 
6 6 3 6 3 
لل دي للل دير / دولل ومن - (- لك) ومع /01© 
2 6 3 6 3 
.". مجموعة الحل -( لل . لل ) 
2 6 
اما الحالة (الثانية) فنعوض عن الدوال المثلثية للزاوية بدلالة جيب وجيب تام ضعف الزاوية 


شكون : 


> (2 5مع:12 _) © + ( “2 للك_) ط+ (2 5مع-1 ) 3 


ْ 2 7 2 
91 1 


"1 


0 
1 


8_5 

<اار شد 1 
حمشن 4]36 حل المعادلة الآتية : 

و 8 


الخل : حيث ان 90©0>ير> 00 


3 -(2 605 311 ا 05 >4 5111 ( 13 2 1-05 )2 
2 2 





23 - ن«2#ومج 3 + 205 >< لاأكه 3 0 0 2 


6 2 ومح 3-+3-+ 51210 3 »2 2-05 
1 -*«2 05ح "2 أ5 ل 


1 -<«2 ومح + 22 51 . 1630 


ج 1 -<2<ا2 5مه+ غ2 دمأك5 (( 0 05) / ( لك مأ5)) 





د لكل 5-(21 - حلك ( ومع جه للدكدومح -< 2 ومعلل 2-005 مزه لك وزو ١‏ 
3 3 3 3 3 


“ا 05© موجبة أما الربع الأول أو الربع الرابع فأما 








أحل المعادلات الاتية : 
2 2/ -» دهء © 2 3/ -»امنه © 
) 1 )دنه 2 مزى 98 / 3/ - »امه !»م 









ظ 0) -*< 47-01 مد 60 )11 +) 605 - “4ك وهء © 
ظ 0 - “ا 2605© -ن» دوم © 0 - 1<" مج)2 + تم لاي 
* 13100 3 - 2 131 10 (5102)/2 2 -» دهء ([©) 


ا (1- 2 تاأ5 2)4 205 - ع 512 2 12 “ا 2 مزى 2 -<ا ومع 11 
1[ - ا 5من+< ازاك 14 6053-1314 0 


592 










[ 11 -4]رسم منحنيات الدوال المثلثية7©1101175اناط! ©1171 172100110111 01 طامة: 0 





كثير من الحوادث والظواهر الطبيعية تتكرر بشكل متمائل في فترات متساوية من الزمن» مثل: 
اللإ#ارؤية وجه من اوجه القمر من على سطح الارضء فنحن نراه: 
هلالا » تربيعاً أول » بدراً » تربيعاً ثانياً » محاق» . 
ثم يتكرر ذلك كل (29) يوماً و (12) ساعة و (44) دقيقة و (3) ثوان. 

ريع القمر الأول 


دنا 


الهلال الأول د 1 0 لمحب 
لام وك افتز ابد 









شه ١٠‏ الأرض أ البدر 
حت 1 097 05 2 4 
١ /‏ 
و ١‏ 1 2 35 
المهلتل نكا ل 4 0 8 
7-2 
ريع القمر الأخيز 


]| ##دوران الارض حول الشمس يتكرر بصفة منتظمة كل فترة زمنية معلومة. 


0 
100 





3: جميع حركات الموجات التي توصف بانها كهرومغناطيسية مثل موجات الضوء. موجات الراديو. 
كذلك الموجات التي يبثها الرادار عند عمله؛: جميعها موجات مستعرضة وهي تتكرر في فترات زمنية 
متساوية. 





صجعوهوه 


وان رسم الدوال المثلثية هو من النوع الذي يتكرر في دورات محدودة وذلك لان هذه الدوال هي دوالا 


دورية. 


ب 
1 ظ 


اوللا؛: رسم منحني جيب الزاوية. 3 ماك - لإ) 
اذا تغير قياس الزاوية الموجهة بالوضع القياسيء تتغير قيمة الدالة الدائرية تبعاً لها. فمثلاً اذا تغير 
قياس الزاوية من “0 الى 3609 راو من 0 الى 211) فاننا نحصل على قيم مختلفة لدالة الجيب لهذه 


الزاوية ضمن الفترة [ 1,1 -] . 
فاذا كانت لا تساوي قيمة الجيب وكانت الزاوية هي < فان ا 517 - لا. 


وللتمثيل البياني لدالة الجيب ننشيء جدولا يبين قيم ‏ والقيم المناظرة لها لا. 


كما في الجدول الاتي: 
185001007 
ل 3 1 





في الشكل (4-19) 





خواص منحني الجيب. المجال [0,36097]: 
| ([[#يقطع منحني الجيب محور السينات عند “360 - < , “180 - < , 00 - « 

(# اكبر قيمة للجيب عند “90 - << وتساوي 1 
(إ#اصغر قيمة للجيب عند “270 - ا وتساوي 1-. 

([!#)عندما(180 , 0) > «* تكون قيمة << 5118 موجبة ويكون المنحني واقعاً اعلى محور السينات. 
عندما (3609 , 180) > <«يكون قيمة *< 510 سالبة ويكون المنحني واقعاً اسفل محورالسينات. 
([[!#الو رسمنا *« 510 -لا في الفترة [411 .211] نجد ان بيان 511 كرر نفسه.لاحظ الشكل( 20- 4) 


04 


0 ْ مثل هذه الدالة نطلق عليها دالة دورية. 
| والفترة التي كرر فيها المنحني نفسه (211) تسمى دورة الدالة. 





1 اكبر قيمة - اقل قيمة , , 
ويسمى العدد: بالتردد ؛ ويسمى أود و - ا سس سه سعة الدال4. 
دورة الداله 2 





أي أن: دورة الدالة * 511 - لا هي 211 
وان التردد 1/211 





ارسم بيان الدالة ا 517 4 - لا ومن الرسم جد: 
ا( الدورة ا( التردد © السعة 


السل: الجدول الآتي يوضح 











دورة الدالة “ا 510 4 - لاا هي 211 
التردد ->1/211 

السعة - 4((/2-) - 4) - 4 
لشناط: 

#[#ارسم بيان الدالة “«2 510 - لا وعين السعة والتردد والدورة. 
ا( ارسم بيان الدالة 31 51 - لا وعين السعة والتردد والدورة. 


ثانيا: رسم بيان الدالة »ا 05© - لا 


الخل؛ نكون جدولا يبين العلاقة بين < , ءا “ا0© كما يأتي: 





"| دورة الدالة »ا 05© - لا هي 211 
] التردد -11 1/2 





لو نظرنا الى البيان في الفترة [211 , 0] وفي الفترة [411 , 211] نجدهما متشابهان تماماً في الفترتين 
أي أن بيان 605 يكرر نفسه كل فترة طولها 211 وعلى ذلك فان الدالة »ا 05© - لا دورية. 


السعة - 1 









(إ!#ارسم بيان الدالة “ا سك ووه - لا في الفترة [[41 9 00 ومن الرسم عين دورة الدالة وترددها 
وسعتها. 


#ارسم بيان الدالة “ك4 05© 2 - لا في الفترة [11 , 0] 

ومن الرسم عين كلاً من دورة الدالة وترددها وسعتها. 

خواص منحني الجيب التمام (ا 05© - لا) 

[[#ايقطع محور السينات عند لل 2-3 , 1 - 

اكبر قيمة لجيب التمام عند 0-* , 211-» تساوي 1 

(إ#اصغر قيمة لجيب التمام عند 11 - ا تساوي 1- 

([#اعندما تكون * من 0 الى لل يكون منحني الجيب التمام موجباًء اذ يكون اعلى محور السينات 
وعندما تأخذ *ا القيم من لل الى لل 3 يكون منحني الجيب تمام سالباًء اذ يكون اسفل محور 
السينات. وعندما تأخذ * القيم من 1ل 3 الى 211 يكون منحني الجيب التمام موجبأ اذ يكون اعلى 


محور السينات. 












ثانثا: رسم منحني الظل: (< 121١‏ - لإ) 





نكون جدولاً يبين العلاقة بين <ا , »ا 420 - لا 


11 


1 
0 
ا‎ 
١ 
١ 
' 





الدالة ا 430 - لا دورية 

ودورتها - 11 

التردد - 1/11 

المنحني ليس محدود لا من اعلى ولا من اسفل لذا ليس له سعة 

خواص منحني الظل: < 131 > لآ 

[[[#يقطع المحور السيني عند كا تساوي: *0 , “180 , 360 

( المنحني غير متصل كما في منحني الجيب ومنحني الجيب تمام. 

الإ#عندما تكون ا بين 0 , 90 يكون الظل موجباً وكلما اقتربنا من 907 - < نجد قيمة الظل 
تزداد ازدياداً كبيراً 

[#عندما تكون بين 907 , “180 يكون الظل سالباً وعندما تقع ؟ا بين 1807 27000 يكون الظل 
موجبا 

الآ#يكون سالباً عندما تقع »ا مابين “270 , “360 


008 





رابعا: رسم منحني ظل التمام: »ا 01© - لآ 
نكون جدولاً يبين العلاقة بين “ا ,ا 604 وكما يأتي: 





ا د م مسسممه > در مسد 00 لتك ن ١.‏ 


دي 
2 
لم 
2 


ل ا يي اليا 


الل#ايقطع محور السينات عند لل د 2-3 

المنحني غير متصل. 

ا( عندما تكون *« بين 0 و لل نجد ان ظل التمام موجب؛ وعندما تكون »ما بين لل و 11 نجد انه 
سالب وعندما تكون > ما بين 11 و 1 3 يصبح موجبأء وعندما تكون ما بين لك 3 و 211 يكون 


7 


خامسا: رسم منحني قاطع الزاوية: ا ©©5 - لآ 


نكوآن جدولاً يبين العلاقة بين <ا , “ا ©©5 - لا كما يأتى: 


6 |4131| 2 6 6 ]|3 | 2 |]3 | 6 


١‏ ٌْ |ْ ظ [ْ ١ | | | ٠‏ ٌْ لام 





»ا ©56 - لا 





سم م مد | مم ا د د دس عدم عا للا 


خواص منحني القاطع: 
إلا يقطع منحني القاطع محور السينات على الاطلاق. 
ا( عندما “ا ما بين 0 و 11/2 يكون المنحني موجباً. 
[# عندما < ما بين 11/2 و 311/2 يكون المنحني سالباً. 
عندما * ما بين 311/2 و211 يكون المنحني موجباً. 
([[ المنحني غير محدود لا من الاعلى ولا من الاسفل لذا ليس له سعة 


: 100 







سادسأ: رسم منحني قاطع التمام: ا ©5© - لا 
نكوان جدولا يبين العلاقة بين ا , ا ©56© - ا 


د كلل | لاد )للد | _لله| 211 , لاد [211 | لطا )| لل | لل لعل 
6 ]| 3 | 2 | 3| 6 6 | 5 21 | 3 |4 |6 5 
معرقة معرقة معرقة ؤ 












117 كلظ 27 5220 120 ا 017 91 157! ار 


خواص منحني قاطع التمام 

ا المنحني لا يقطع محور السينات. 

عندما كا ما بين 0 الى 11 يكون المنحني موجبا اعلى محور السينات. 
([اعندما “ا ما بين 11 الى 211 يكون المنحني سالبا اسفل محور السينات. 
ال#ادورة المنحني 211 والتردد11[ 112 . 

المنحني غير محدود لا من الاعلى ولا من الاسفل لذا ليس له سعة. 










[[(#ارسم بيان كل من الدوال الاتية. ومن الرسم استنتج كلا من دورة الدالة وترددها وسعتها: 
[411/3 .0] مه 

[[2[1 .0] صه 
[[21 .0] صه 
[[21 .11-] مه 
[211 .211 -] ره 
[[31 .0] صه 
[311/2 , 11/2-] صه 
[11 . 0] مه 






[آ# اختبار موضوعي 
([#اضع اشارة + او - في المستطيلات التالية لتحصل على عبارة صحيحة : 
0 20دزة| 02222 |0550»© 0520 - (50+ 20) 5م3.6 
8 36هها | 1 ]28/1 ه6|___ إه3مة - (36-28)مه .6 
0 هاأة 80 5مه - 510هه 80مزه - (10 |22 ]|0)80اوا.ء 
ا[إ#اكمل ما يأتي لتحصل على عبارة صحيحة ظ 
ظ 0 (ذه |1 آح| ‏ |40 مزه - ( 180 + 510)40 .3 
ظ الأ 50 - 11/3 0605© 11/3 مأ25 .ا 


] تت بع 


1-14 203 


ظ الأ 05 - 15 تمزه - 5215مج.ك 


١ َ |‏ 00 ' 
[(#)عين العبارات الصحيحة والعبارات الخاطنة فيما يأتي: 
ظ «3منة 2 - »6 منذل©) 


0 مله - 0515© 15 يالل ) 
40 2مأه -40 22وج - 80 خا ) 
مجموعة حل المعادلة 0 - 3+ “ا 2605 ميت 0© 




















102 

















0 
09 


ألا 





اآ#اختبار مقالي 








00 31 
(لاذا كان 11 2 > * > و 


| [#اثبت صحة كل من المتطابقات الاتية 


ا#اختر من القائمة 48 ما يناسبها من القائمة 8 





3 
5 
. ©0521, 515212, 1310216,5102/2(, 6050/2 ( 


د بدون استخدام الحاسبة اوجد قيمة: 


القائمة يثر 

همأ 46مزه- هدمع 48 دوه ([) 
60548-51148058 حمند م 
قدةاأد ق548ه0ح حمومن حددة ريم 


([اذا كان 211> << > للك وكانت -4-<5ه» فاوجد قيمة كل من : ا©56© , <ا ©©5 ,ا 014© 
ْ 2 


517118 8 


لل وزو للدوو» . 





12 


0056© ح< عر كمزو دير ف4ونل»ج . 


“ا مأك / (١ا‏ 05©-1) -(130)0/2 . 


-غ“051©- > فاوجد قيمة كل من : 











103 


011301١1 5 


الغاية والاستمرارية /[101 0111© 3110 10711أا 


[5-1] جوار العدد 
[5-2] غاية الدالة 
[5-3] غاية الدوال الدائرية 


[5-4] الاستمرارية 


ارمزاء العا الرياضية. 





غاية الدالة («)] )1 11 ا 

عندما ‏ ج-<« 3+ 
إستمرارية ())6 عند (1)0 > 1000 لاا 
6 > »7# 0 جح 6 


















الفصل الخامس ‏ 22 
غاية الدالة واستمراريتها /[6أ0ا )6011© 326 أألد ذا 
تفهيد : 


اذا نظرنا في الشكل (5-1) نلاحظ نقطتين الاولى 3 تقع على يسار العدد 3 والاخرى ١‏ تقع على | 
يمين العدد 3 





فإذا فرضنا ان 3 تأخذ قيماً متزايدة 


شكل (5-1) 


....... و 2.999 , ....... 2.9 , 2.9 


تتقارب باستمرار نحو العدد 3 من اليسار ونرمز لذلك بالرمز 3 نقول ان 


واذا اعطينا 0 قيماً متناقصة .*". 


1 » 3.01 ». 3.001 ........ 3.000001 0 
نقول ان ١‏ تتقارب باستمرار نحو العدد 3 من اليمين ونرمز لذلك بالرمز 
[5-1] جوار العدد [060هط:باهططاناع0 


على ضوء ما سبق يمكنك ان تتفهم التعريف الاتي : 
[1- 





عادو ل ك1 2 ل شن لي دش باجا انهه / 
1 - ( ع + 2 , ع -2 )جورراً للعدد 3 ( الجوار هنا يحوي 2 ) : 


: 2 -31. > -3)جوارا ايسر للعدد 3 ( الجوار هنا يحوي 3 ) ا( 


[ 3 -(©ع +3, 3] جوارا ايمن للعدد 3 ( الجوار هنا يحوي 3 ) : 
ويرمز لمجموعه الجوار بالرمز لم ١‏ 


١ 
ام ريبك ىو يه ل ل 5-8 ا لديا به #- كه 0067 وير دا" فده ]| ع كك لود رون كك ير الما : ال يوون كي "- ا وو هد #را ود‎ 





اذا كان 1 - 3 ,1/2 - ح فان 


1 1 


7 ل +1,-- -1) جواراً للعدد 1 


ود ]1 نا 










-1 ) جواراً ايسر للعدد 1 


1 
ل ++ , 1 ارا ايمن للعدد 1 
© (- ]| جوارا ايمن 


[ 5-2] غاية الدالة (16]101الا؟ 2 01 0016ذًا ) 





تمهيد توف 5 
سنعطي فيما يأتي توضيحاً هندسياً اي باستخدام الرسم فقط للتعريف بمفهوم الغاية إذ سنكتفي 
بأدراك أولي للتعريف عن طريق الحواس ثم ننتقل بعد ذلك الى التعريف المحدد ففي الشكل (5-2) 


الشكل [5-2] 
نلاحظ ان هناك بيانأ للدالة * ( منفصلة هندسياً ) عندما 3-<< كما يمكنك ان تلاحظ ان 


(3|؟ > لإ تأخذ قيماً متقاربة من 4 وذلك عندما تتقارب ا من 3 من اليسار وكلما اردنا ان نجعل [/آ 
اكثر قربأ الى 4 فانه يمكننا ذلك عن طريق اعطاء < قيمأ اكثر قربا الى 3 من اليسار 
وفي هذه الحالة تقول : 
أن 4 - (»«)؟ ‏ ممزا 
وتقرأ غاية الدالة عند 3 من اليسار تساوي 4 
اننا لم نتعرض لذكر ما اذا كانت الدالة معرفة او ليست معرفة عند 3 - « 
كما يمكنك ان تلاحظ (*)1 تتقارب من 5 كلما اقتربت << الى 3 من جهة اليمين وفي مثل هذه الحالة 
نقول ايضاً : 
غاية الدالة تساوي 5 عندما 5 - (*«)؟؛3:!! 
تتقارب << الى 3 من اليمين وتقرا غاية الدالة عند 3 من اليمين تساوي 5 


كر 


2 106 








لاحظ اننا لم نذكر فيما اذا كانت الدالة معرفة او لبست معرفة عند 3 - < 


مالاحظةة : 

الدالة تتقارب من 9 عندما تتقارب ا من 4 من اليسار واليمين او 
(«)4 تتقارب من 9 عندما تتقارب عامن 4 وهذا يعني 

9 - (<*«) 1 رصملا - («) ) سيلا 

وفي هذه الحالة عندما تتساوى النهايتان لدالة مثل ؟ عند نقطة مثل 4 من اليسار واليمين ١|‏ 

[ تقول ان للدالة ؟ غاية عند 4 ونعبر عند ذلك بالصورة الرمزية . 





الغاية عند 2 + *« 
اعتمادأً على ما عرضناه سابقاً في تقديم مفهوم الغاية باستخدام الرسوم التوضيحية كما في 
الشكل ( 6-4 ) وقلنا بأن 1 - (*)؟ 50ذ! 








شكل (5-4) 


تفهم من هذا عموماً انه : 
بأمكاننا دوماً ان نجعل («)4 قريبة من !ا بقدر ما نشاء وذلك بأعطاء » قيماً قريبة من 2 من 


اليسار بصورة مناسبة . 


د :. 3107 





فاذ| اردنا اعطاء صيغة رياضية كهذا الفهم العام فهدا سيكون على النحو الاتي : 
)اذا حددنا اي معيار للقرب من امثل 0 < ح 
ال#يمكننا تحديد جوار ايسر لا للعدد ‏ مثلاً ( 2, 1 -2) 
















حيث ١‏ عدد حقيقي موجب بحيث ح > ا : 


ج (43/ لا ع يم 
()5 تكون قريبة من ا حسب المعيارح 
> [ 1 - (*«؟ |ج ( 3 )/ للا » 













ومنه نتوصل الى التعريف الاتي : 
5-2-1] تعريف 
١ |‏ اذاقنا ١‏ - (6)8 ذا فهذا يعني 0 < © 17 00 


| 
1 
( يوجد جوار ايسر ل! للنقطة ( العدد ) 3 1 
ْ > |1 - ل |اج (هع/ لاء ع« 00 





1 
1 “متت اي تت يي 2 بصي 20 يي نت ريت اي تت 0 يي تل يي كت يي تي ك2 ا ا ل ل ا 6 00 بات انسلف يفط لتر روبة#اللزي واااو 2 


يمكنك ان تلاحظ بأنه لآثبات ا > ()1؟ ا لابد من ايجاد الخطوات الاتية : 
|( حدد مجال الدالة 
| لإ#اتأكد في ضوء تحديدك لمجال الدالة فيما اذا كانت 4 معرفة من يسار (3 ) بمعنى معرف على 
ظ الفترة : 
(3 , طحق)- (3 ) / لم 
ظ لاحظ اننا لا نشترط ان الدالة معرفة عند 8 
| الل#ااختر 60 < ع 
##اضع > >| 1-  )*(‏ | ثم باشر بحل المتباينة السابقة فاذا استطعت ان تحدد جوراً ايسر 
مثل لظا للعدد 3 بحيث : 





عندما تكون : 
ظ (2) / لا حي 
فأن ع > | - («)1 | 
تكون صحيحة وبذلك تكون قد البت صحة المطلوب منك . 


5-5 1- »2 - (»)؟ اثبت ان 3 - (5)6 ذا 
الحل : 
باستخدام التعريف 
([إ#امجال +  -‏ 
الابما ان ؛ معرفة على 1 فهي معرفة في يسار 2 اي ان ؟ معرفة على اية فترة 
مثل (2 , 2-6 ) 
([#التكن 0 < ع 
© ع > 3|7- | 
ع هم | فس]وسيروت | 
ع > |4-«2 | 
حنم وبسيوة ني حاب 
ع +4 > )2 > ع - 4 


62 
+ > عع > سس لد 
2 


2 


وهذا يعني اذا كانت : 
ح 0 
ع > |3 - («#| ج ( 0 2 
2 
تكون صحيحه : 


عو 


0 ح ح ح 3 
فادا اختر نأ 2 , ح-2 -َ سسسلمم لم نسم كله تست 2 تحت 2 2 
' خترنا ( ) - (سص حص +2 , لج - لح - 2) 
فنجد ان 
اذا كانت © > | 3- (<)2//2(<|1 © ا تكون صحيحة 
.. الغاية المعطاة صحيحة 


وبنفس الطريقة غاية الدالة عندما 2 +- < من اليمين 












5 ] تعريف 


صصورييي م > د يويسضم كن و ِ- عريه هر 2 كان ا ‏ ا الا0 سي رموه --- ع ع نيط ع يداه 


ا 
132 تايان ١‏ - (106 1150 فهنا يعني 6 < 2 9 1 
يوجد جوار لا للنقطة 2 


د عيمة اسار 


> |1 - («؟| جه (ه)/لا ء » 
من الواضح بأنه اذا كانت : 
ا - )1 يلا فان 
1 - لالكينا -- )1 لال [ 
(آ) دجود الغاية عند النقطة 3 يؤدي الى وجود غاية من اليسار وغاية من اليمين عند 2 : 
كلتاهما متساويتان . 


صر سم 
ا 


بن" - و لكا يوون تا" لدم ووو ا 






ةا ل 0 ا ا ار 0 22 


/ 

1 * ل و 2 03 ل 9 0 8 ّ - 5 35 3 ١‏ 
9 اذا وجدت غاية عند النقطة 3 من اليمين وغاية عند 2 من اليسار وكان : 
رسا + افان الغاية عند 2 ليست موجودة أو لا تكون معرفة . 1 


[5-2-3] بعض مبرهنات الغاية 
فيما يأتي مجموعة من المبرهنات التي تساعد في حساب الغاية ويمكن اثبات صحتها باستخدام 
| تعريف الغاية وكما في الامثلة السابقة » ولكننا سنكتفي بذكر منطوق هذه المبرهنات ونستخدمها في 
أحل أمقلة واسئلة لنفاية فى هلد المرحلة من الدارسة . 


ول اث حي ستو وال وير 1 ير وروي ا 1 ا ري ام ير م ير م 1 ام 
| اذاكان لظا جوار للعدد 3 وكانت الدالة معرفة ‏ (38)/ ل" ع )را 
ظ 
|) © - ع« بصنا 


1 
| الس سس د اع اابب بطظاقي بوي بين انالبي يوي الاير ويلوي ييز جين شي نسي محسييا 


ا 


يح 
ا 
١‏ 
وكانت ©) - («)1 حيث 18 ح 0 . ثابت فان 1 
: 
1 


2 - 2إسنر . 5/ - ذادن 


اذا كان لآ جوار للعدد 2 وكتودك الدالة »ا - 100 فان 5 -»« يللا 
3 - ابمزًا , 2 -« ومرا! 


0 7 ب 
فأن ٠ 5! ] 1001 - ١‏ 
*)؟ ] وال ٠‏ 


) 
٠ ذل‎ ] © 5 
8 


ليان 


1 9 ل 


2 منزا+ ؟< ددرا -(2+) 00| 
3 -* 3 -* 3 -* 


5 - 3+2 - 
2 لا لا 
2 - [< زا ] - 2 دزا 
٠ 2‏ نين 2 ٠‏ ير 


'[(3+ ونا ] - (3+ه) وا 


3 1 : 
[3 سنا » بوذ ]- 


-]2+3[' 
-5 





3 رزاع 22 رمو ز] - (2+3«) ااا 
[[خبير 1--ي [1-ين 


- )-1(*)3)1(( 
- 1-3 - 2 


(ه - ©2) ودار 


(1 -* )ااال 


ظ 1-<*</ |1-<| - (*)# , 1 + <ا جد ان امكن . 
01 
1 - 1-< / 1-ك*« 
- (*«) 1 
1 > << ., 1- - 1< /(1-)- 


أ با - 1 - خرصا - 100 .رمال 


با - 1- - 1- يفل - (م؟ رمال 


غير موجودة (*)آ ] © را 2 أ 0 

















100 سنا ب(© )1 دا 9( 
8 - 4+4 - (2+4»«) | - )1 الل 


بآ - 5 - 4+] -ر4+ت») ددا 


| - وم 1 © 


يا ع 5 - 5*1 -(ك 5) «ذذ| 


الغاية موجودة 0-8 ايليا راح ا .:. 


(282+ «<*«اه+ *©<) دم1| - 
1-2 


302 حت 2323 )ب 2+ 232 1 














اذا كانت 


اذا كانت 11 - (*)5 119! جد قيمة 8 ع © ,رط 


الحل : 


)6 و1 موكودة 


1 - (*)001ذ!ا - («) 
2 وي 2 
5 - »© < 11 -4 -» < 4 -ع - (<2 -دع) يما - ( 
2 > 6 ج 11 - 3+ط4 جح 3 + طا4 - (3+ ““اط) 1100 - 

















[5-3] غاية الداوال الدائرية ١21101(انا؟‏ /3األاء!أء 01 011ذا 


لقد تعلمت ان الدوال الكثيرة الحدود مستمرة عند اية نقطة من نقاط مجالها في هذا البند سنتناول 
دراسة غايات ومشتقات الدوال الدائرية ونبدأ بايجاد 


(*ا / »)511 ابيا 


 :)1( مبرهنة‎ 


و ببسي سي يس يح يحيسم 
4 1 -(* / )مأك | ( حيث < بالقياس الدائري 
اليبرهان : ا 
> طول القوس 0©© > © 
* 13100 > ىح > 1 !]5 جه 
بضرب طرفي التراجحة ب (< 510) *ا 5[10 / ا 605 < */1 < ا 0زأ1/5 ج 


“ا 05© <(* / «)2أ5 <1 جه 





“ا 605 19أ! < (*/ )مأك | < 1 ذا جه 
[ < (* / “)510 جردأ < 1 جح 


1 -(كا / «اصاك ورا .:. 





الشكل (5-5) 


مبرهنات غايات الدوال الدائرية 


حو مم ري اوري اا يي ا وي اا و ام ا ا 


0 << وزاك تنرأا . 
2-0 


. |1111 »05 << [ 
-40( 


0 <<« وصقا ث0ن ذا . 
2-0 


1 - 2 50 11[اأا . 


2-0 


[ - «ج 2 50 111!|! . 
2-0 


أ يجين يجي ا ون 0 و م ل ا ا 


[ - “2 / * 3 30 9أ! . 


كب , 


1-6056 :. 
ا 0 


1 


حم نينخ برا كذ را © [ه 


عد ىمر 


44 / 3 لاأ5 ابا 


“/ 3 مأك 15ذ! 1/4 - 


44 - [1 * 3/4 - كا3 / 3 مأك 0 4 / 3 - 


“اكه 5172 
لكك اللا 
2 ورج عد 5*7 

















323) + الى 11ت) 


| 
١ 1 
111؟‎ 5 1* 


3 3غ + اك داج]) 
بقسمة البسط والمقام على ( < ) 1 - 
١‏ ا اناك 5 لك 


2# 


31 4 
+ 3 





7 4+3 _ (31 + 1ا4) 
5 5 51 





| (5216معلذن -1( ابرلا 








الل : 
“2 05مل +1 3 *60521/ -1 ) اذا 
للساسابل )يا( الللشل ) 1173| - 
21 05ع/ +1 2 9م 
(05218© -1) 1 
[ |[ [|[ز ز 200 10 7 
)21 5 ل +21« 
ع 51117 2 1: 
199 - 
(2 5 6/. +1( 2 
511 5110000 202 
للا . 0 
1 > 1 *# د *# ع 
1 - 2 - 2 - 


1[ + 1 ( “2 5معل1+0) بللا 


كنض 











([[#جد الغاية لكل مما يأتي: 


لحكل ون . 
)2 _- »*2) 2-1 )3 ين ( ذا ريع 


2 2 - 23 


2-9 


, 1*: * - -5(/4( 


© اذا كان © مجع 
1 


جد (*)4 1101 حيث | 1-| - (<)؟ 


لت : © هه 8 :] 








اذا كانت 1 - < »7 2[ 5 
اذا كانت 1- > « 3 +02 6-1 
اذا كانت 1- - » 4 


ارسم المخطط البياني لهذه الدالة 
([9 هل للدالة غاية عند 1- بين ذلك ؟ 


جد (ع)5 يمنا 
وك 








اذا كالت 1- < « 3 +2 


ظ 1--ي 6 1 - )1 
ظ اذا كانت 1- > »# 6 + 4 


ظ اذا كانت 3 - («)1 100! جد قيمة ] ع ط , 2 


(#اذا كان 3 -«2 + 3«2 - («ام)ن 
6 + *ا - («)] 

(»*) 9/8 )ددةا 

(«) © . و) مدنا 


لاحت 


ارا ب ب ل 
!© 
0 بجر 5 


51112 
4 131 ٍ 5 
[للس + 22 ([5 اأمناطيع 
060 ير م 
“ا 605 -1 1 
سم يدلا 
70 0ك« . 


ع3 


111؟ 


ووااا 
دن 8ع 


























١ 
| 


[5-4] الاستمرارية /9إ1016 0111© 
تكون الدالة مستمرة عند 6 - < اذا حققت الشروط الثلاث التالية : 


معرفة (ط) ؟ ([آ) 
موجودة (*)1 نجي 
- 100 دنا © 


0-6 5 زهت 5 


يقال للدالة ‏ مستمرة اذا كانت مستمرة في جميع عناصر مجالها . 


اذا كانت ©“ 2 - خا - 8 - (40 اثبت ان الدالة مستمرة . 


8 ح ط 7 
(222 - تير - 8) 10أ] - )1080 | 
02 تم ج - هر 
22 - 2ط - 8 - (ط) ] 
(1)6 ع 1040 | 0 
. الدالة مستمرة عند 0 - ا لكن 5 تمثل كل عنصر من عناصر المجال 
(«) #* مستمرة 1 ح << ٠7‏ 





ظ 5 )10 مستمرة 


© 


نلاحظ من الشكل المجاور: 
اادالة غير معرفة عند 0 - * 

> الدالة غير مستمرة عند 0 - * 
١-36‏ )1 هذا , 6 > (1)؟ 


١ . 0‏ 1 ذا 








0 الدالة غير مستمرة عند 1 - * 
23 ( «)؟ عستا عد (»)ك دا 
0 الدالة غير مستمرة عند 3 - * 


120 ا 





ا ١‏ -ك5-4] فهر لقب ؛ 
1 ام 
1 - 5 اه 1 د 5 سو #ا يوتسم وا ا يوا الوا لور وام ا وا الا وإ ا با ال وف الإ يفطا ابر يا نوفا الل نلا الو يا انبر ناا قرزا الزز راان روا 1 


ل يقال للدالة ؟ مستمرة عن يسار ١‏ اذا كانت معرفة عن يسار ١‏ ,اذا حققت 
)1 3 يازكييلا 


()؟ - ومقيودال 


ا ا يي “ازيب يي ابي ب ارين تب ينزي ينو تينب ابي ا ابيب يي الي يزيط اببيييية” اسورد 


و سي وي ا ,3] اذا حققت ما يأتي : 
/1. الدالة مستمرة ة على الفترة المفتوحة )م 3) . 
2. الدالة مستمرة عن يمين 2 وعن يسار 8 . 





اثلبت ان الدالة مستمرة على 1 . 
نثبت ان الدالة مستمرة عند 2 - * 
6 - 2 + 2(5) - (1)2 


2-6-1 +4 - (2 + 2ع«) ذا 
'2-» 

1 

يا - 6 -2 - 8 - (« - 8) 1111| 


2-2 


6 - )1 دملا جه راع ا 


0 











0 الدالة مستمرة عند 3 - *« 


0 الدالة مستمرة 2 < ©« ا 


3 -8 
ه - 8 - ( - 8) وذ - 
(ه) ؟ - (») ؟ صما .: 

. الدالة مستمرة عند 2 - * 

. الدالة مستمرة 2 > 7 ا 
الدالة مستمرة عند 2 - ا . عند 2 < < . عند 2 > »* 


". الدالة مستمرة في ] 


مثال 4: اثبت ان الدالة “2 -1/1- 1070 مستمره على الفترة المغلقة [1 , 1-]. 


الحل : 
(1) واضح أن الدالة 8 مستمرة على الفترة المفتوحة (1 , 1-) وذلك لأنها مستمرة في كل نقطة من 
نقاط هذه الفترة . 
فمثلا لو اخذنا 0 - 2 فإن : 
(4)0 -<1ح ير -1/ه مطزا ع تيا -1/د مرذا 
0-ي *0 مل" 
(2) الدالة + مستمرة عن يسار النقطة 1 - 2« وذلك لآأن 
(31) - 0ح كير -1/دممذا 


آي 
(3) الدالة * مستمرة عن يمين النقطة 1- - عا وذلك لأن : 
(31-)6 -0- ير -1/وصصذ| 


*1- مدير 


اذن تكون الدالة 8# مستمرة على الفترة المغلقة [1,1-] . 


ابحث استمرارية الدالة عند 1 - <ا , 1- - » 


' 1 1 2 - 
ابحث استمرارية الدالة عند 2 - * 


© اذا كان ابحث استمرارية الدالة على © . 8 - عع 


|6 -*2|- »م 
نتعن 


2]< ير , 1 +2 
(2]- يو»«ا, 4 


10») 


2]> »ع , )0 


ابحث استمرارية الدالة عند 1- - 


#© اذا كانت الدالة مستمرة عند 1 - 













6 /اع1131) 


المشتقات ©2117 7٠71ا0]‏ 16 





* نبذة تاريخية 
* 6-1] التفسير الهندسي للمشتقة . 

*[ 6-2] تطبيقات فيزيائية على المشتقة . 

*[ 6-3] قواعد المشتقة . 

*[ 6-4] قاعدة السلسلة . 

| *[ 6-5] معادلة المماس للمنحني والعمود على المماس . 
*[ 6-6] الإشتقاق الضمني . 

*[ 6-7] مشتقات الدوال الدائرية . 


(0) -(ام +عد)] 


2 اانا 2() ع 





)١( - 1)900( 5 : 9000‏ (وه؟) 













المشتقات ©2117 7(ااع0] 116 

نلبدة تاريخياه : 
إن أهم الاكتشافات الرياضية في القرن السابع عشر هي اكتشاف حسبان التفاضل والتكامل 

من قبل اسحق نيوتن وكوتفريد وليم ليبننتز الذي بهذا الاكتشاف وصلت الرياضيات الى مستوى 

متقدم » ويكون عندها انتهاء تاريخ الرياضيات الاولية بصورة رئيسة. 

وقد ظهرت في البداية فكرة التكامل وذلك مع ايجاد مساحات مناطق وحجوم اجسام واطوال اقواس 

معينة . ثم وجد التفاضل بعد فترة من علاقات المسائل على مماسات لمنحنيات,. ومع اسئلة حول 

القيم العظمى والصغرى للدوال. وقد لوحظ اخيراً بإن هناك علاقة بين التكامل والتفاضل وانهما 

ظ عمليتان عكسيتان. 

| وسنتناول في هذا الفصل مفهوم " الاشتفاق * من مسألتين شغلتا اهتمام الرياضيين الاوائل في القرن 

السابع عشر ومنهم العالم الالماني ليبنتز الذي نشر بحثاً وذلك في سنة 1684 للميلاد » تطرق 

فيه الى مفهوم مشتقة الدالة» وقد عرافها بميل المستقيم ( غير الموازي للمحور الشاقولي) اي 

ان المسألة الأولى التي سنتناولها تتعلق بالمماس للمنحني عند نقطة عليه. والمسألة الثانية فهي 

فيزياوية تتعلق بحركة جسم في خط مستقيم. 


6 





] 1[ -6] ألتة لتفسبم الهندسي 1 للمشتقة 


لتكن (إلا , )3 . (يلا و,*) 8 من نقط الدالة 7 
ليكن 35 قاطعاً لمنحني الدالة في ( 23 ) و (5) 


وهم 5 


في “/ 305 القائم في ! 


©» - 0 


10 > لاح صحتط ن دجم 





7 342 
4 4 + اخ - 
ل« وت + لك ل يي 
ح للشسمسم ح ميل 36 - 6 1313 
4ع ا - رك 


اذا تصورنا بأن نقطة ١‏ (أخذت بالأقتراب) قربا كافياً من النقطة 3 لوجدنا “ا 4 اخذت تتقارب من 
عدد صغير جداً جداً حتى كادت ان تكون ١‏ هي 3 فإن 0 - لل 


(10- (كاث + «)] 


فيقال لمثل هذه الحالة بانها الغاية للدالة ل لسل سطل عندما 0 ع <الا/ 
يعم 
ش لاك . 
| أو بتعبير رياضي : _ لا الل 
24 








١ 

الشكل (6-2) 
ان هذه الغاية إن وجدت فهي تمثل المشتقة عند النقطة ( ,لا. 2) وهي تساوي ميل المماس 

| عند النقطة ويعبر عنها باحدى التعابير الاتية : 


ع" 
126 - - لد 


يصح لنا القول ان المشتقة عند نقطة التماس تسا 


ملاحظة : 


6 


7- 3+( < لل + 2) 5+ *(<*ا لك + 2) 


44 


4< ثل 5+ 10+*(<*< كل ) +<<ا “كل 4+4 











2212121 تت 
تح سي 
سيا اا 


»اث +9) اك 


3- -ح م 


جد :  )1(‏ باستخدام التعريف . 


2 - 3 + «جالم + لاي 


جع 


2 <اللى +4 ل 2 - ؤجالل +4 ل 


6 


2- «اللى +4 ل 4 


4 - عرز مدي 


0 + 1 جد (8) 6 باستخدام التعريف . 
(1)2- (كاك + »)1 


1جعا/ 





(»اث <<) 3 -*«3 
(ام+ نم2 


جع 


»ام 3 - 3 - عاق 
46 ( ث2 


[6-2]:تطبيقات: فيزيائية على المشتقة 


(36662604ام015) الازاحة - البعد عن موقع بداية الحركة -  ))(‏ - ()) 


5 
السرعة (/ي16[ع10اع/ا)- (؟) /ا 
التعجيل (21101:»©اع860)- (]) 9 


#وااتخيل 
7777-5 (4) 5 


9) 


مشتقة الازاحة - السرعة 
مشتقة السرعة - الت لتعجيل 





حا 2ن على خط ميلك ولا سشاعة 
8 +56 + 3016 - ()م - 5 
يث (4) ( الازاحة بالامتار والزمن 4 بالثواني » جد سرعة الجسم الانية باستخدام التعريف . 
(6)م- قث + )م 
() م - ()لا 
1 


(8+ 56 + 3)2) - 8+() كل +))5 + 31+47 


1 


51-8 - 302 -66+8 5 +]ذ5 +*(0 ك4 ) 26113 312 





كه 


(5 +356 + غ6) 14 
السرعة النية ‏ ه/ثا 64+5)< لل !]| - 
41 





»©2-1 

جد : (إل) سرعة الجسم في نهاية 3 ثواني الاولى من بدأ الحركة . 

© جد السرعة عندما التعجيل - صفر 

'“ )3( - 3)3(2 - 12 )3( + 60 

ظ 7-0 
السرعة في نهاية 3 ثواني الاولى م/ثا 41 - 














(0)لا- (6ه +غ) ينا 
اه 
(50 +126 -30) - 50 + (أد +)) 12 - (أد +)) 3 


51 


64 26+ 3)24(- 12 4 


51 


(12 -54 3 +66) مانا 
10م 


61-12 > 0 





0- (2) 12 - 2(2) 3 - (0)2“ 
0+ 24 - 12 - 
السبرغة علدما التعجيل -. صقر يراثا 358 - 
يقال للدالة600قابلة للأشتقاق (56150دا"! ©ا01858:654126)عند ‏ اذا امكن ايجاد (,*) #ويمكن 
القول اذا وجد مماس وحيد للمنحني عند ا -ا تكون الدالة قابلة للاشتقاق عند عا - < . 
وتكون الدالة قابلة للاشتقاق اذا كانت قابلة للاشتقاق من جميع عناصر مجالها . 


يمكن أن يصاغ التعريف : للدائنة () ؟ قابلة للاستقاصة عند النقطة 


- م سي لاتب اا رسه «صر لذلا لاي" وس درم وس سدور 5 ك5 يداس > 


0 0 حمسشيصمميمس سس سصمي سمه 
! (3,6) >< اذا تحقق الشرطان الاتيان : 1 
(1) الدالة مستمرة في [ 3,5] ١‏ 


ا 30 


(2) النهاية موجودة للستت ةا 0ه 


ا 57 







في الاشكال الاربعة اعلاه: 

شكل (3) : الدالة قابلة للاشتقاق لانها مستمرة ولا تحوي حافات حادة واي مماس يرسم للمنحني 
في اية نقطة لا يوازي محور الصادات . 

شكل (ول!: الدالة غير قابلة للاشتقاق عند الصفر لوجود حافة حادة. 


شكل إح!|: الدالة غير قابلة للاشتقاق عند الصفر لان المماس عند 0 - ا رغم انه وحيد لكنه 


شكل ([]: الدالة غير قابلة للاشتقاق عند الصفر لانها غير مستمرة عند 0 - < . 





8 28 : ]م 
اذا كانت 1 > <« 3 +2« 
- )1 
اذا كانت 1 < « 2+ 2 


| ([#ارسم المخطط البياني للدالة 5 , اثبت انها مستمرة عند 1 - * 
[#اهل الدالة * قابلة للاشتقاق بين ذلك ؟ 











“. (1)1 - («)4 صانا 


(. 4مستمرة عند 1 <-<»7 


2-4+ (كاث+ 201 























3-4 *(اث + 1) 
4ه 


2-1( ث4 )+كاك 1+2 


. * قابلة للاشتقاق عند 1 - <« 
>©. عندما 1 > »* 
1 > 3 7 
4 


(32+3)-3+>(اك + 3) 


جع 


3-25-3 412 ) + ل 22+ 3 


























+ قابلة للاشتقاق عند 2-<<7 
1 قابلة للاشتقاق 1 > بن . 


عندما 1 < »« 1 < 2 7 


2)3 + 6(+2-)23+2( 


عا 


23 +2/+2-23-2 


جع 


الدالة قابلة للاشتقاق عند 3 - < 
الدالة قابلة للاشتقاق 1 < ا ( الدالة قابلة للاشتقاق1 < << 07 ) 


برهنا ؟قابلة للاشتقاق عند 1 - 1 , 1 > << ” , 1  <‏ 9 


] :8# 8 


اذاكائت: 22 <-ي 0643 


اذا كانت 2 > *« 1[ -*«ك4 
([إ# هل الدالة قابلة للاشتقاق عند 2- » 
7[ هل الدالة مستمرة عند 2- ا ؟ 




















(4+3)-2+3(اى + 2) 


4 4 


2+3-7(كال ) +كال 4+4 


9 للاشتقاق عند نقطة فانها مستمرة في 
1 زٌ قئلدٌ للاشئقة عند 
0 ند 2 - » ( اذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق 
.. الدالة مستمرة عند ا 1 


لكن العكس غير صحيح كما في المثال الاثي : 




















©ه + جه:ع 

| 3-« | - (*«)1] 
ا[إ#برهن على ان الدالة مستمرة عند 3 - » 
#1 هل الدالة قابلة للاشتقاق عند 3 - 2 ؟ 














باع ا.. 
الدالة غير قابلة للاشتقاق عند 3<-<< 


من المثالين السابقين يمكن استنتاج المبرهنة الاتية والتي سنقبلها بدون برهان : 


, اذا كانت الدالة قابلة للاشتقاق عند 3 -< » فإن الدالة مستمرة عند 2 - ا ' 


لمنحني الدالة عند أي نقطة (لا,ءا) من نقطه . 














[6-3] قواعد المشتقة 


التكن 8 <خ6: ©-(02؟ دالة ثابتة .1 
فإن 0-() 7 


أي لق 0( - 
60 


حيث 8١1>0(‏ © <« , 8 كح م( 


فأن 1 "كام - («)6 








اذا اكانت كل من ؟ , © , ١‏ دوال قابلة للاشتقاق عند ا وكذلك 8 © 








1 )«( - 9 2 


(«)و ع#قمط+ (كمط («مو - ()؛ 
! مشتقة حاصل ضرب - الدالة الاولى * مشتقة الدالة الثانية + الدالة الثانية “ مشتقة الدالة الاولى | 
دالتين 


لاك ومسو - ع 


(5+*2) (»ا -»3-2) 
(4*ا5- 2-) (5+ '2) +(6كا4 1) (5»ا- 2 -3) 


المقام ا مشتقة البسط - البسط 7 مشتقة المقام 
شثقة حاصل 5 7 دالتين -_- 





(المقام)' . 








3+1 +2 
- )1 
5 +2 
التبعيظ يتك الطانت 
بسيط يتر : (2+3+1()26)-(5()2+3-+2*«) 1 
-18 د وى 
2+2 يي« 
مالاحظة + 
فل حخطسنا لان - 
١لالا‏ - ((خ* 
2 2 “الك 








0 2 
((1)0) - - ناح رع 
5١6‏ 0/2 
' وبالطريقة نفسها تعرف المشتقة الثالثة والرابعة 5-6 


و يه يا ع ظ 141 




















([2+ »4 + ©3-(»)؟ باستخدام التعريف جد (1)1 
© < / -(<) 9 جد اوسع مجال الى الدالة ومشتقتها . 


ى 8 -()5 حيث 1 + ا جد باستخدام التعريف(1)2 
ظ 1 -» 


[91 ابحث استمرارية وقابلية الاشتقاق لكل من الدوال التالية عند قيم * التي أمامها : 


- (*)آ 


ا اذا كان 2 > « 2+1 1 


اذا كان 2 < « 7-6 


عند 2 -»« 


ايم اذا كان 1- < » 


اذا كان 1-> < 


عند 1- - خخ 


(#اجد ع > 3,2 


اذا كان 1 < « 5+ 
1 اد 


اذا كان 1[ > « 0+ 2 


اذا كانت قابلة للاشتقاق عند 1 -<< 

















8 هه #6 : ] 
2-6١‏ | - (*«)1ا 
هل الدالة قابلة للاشتقاق عند 3-<. 


ا( باستخدام قواعد المشتقة جد المشتقة الاولى لكل مما يأتي ازاء العدد المؤشر امامها :- 


8+ »5 + مرخ - 0060© 


2+3 لي 2 


2+3 
[ + 1 +ت يا 
2 ! 
الست 8 - 0100© 


د( - تم 


























[6-4] قاعدة السلسلة 


* قابلة للاشتقاق عند (00)# - لا 
' 9 قابلة للاشتقاق عند ا (*«)0 - 0 


م 0 لاك لا 0 


ساد 


60 مل 60 


اذا كان كل من 5+ *30 دلا و30+ <«ك4ى-م 


/ا 0 


60 


(4) 60 - 
0 24 - 
4+3 عدون 
(3+»“”4) 24 - .:. 
02 + 96 - 


خل آخر : نعوض عن قيمة 0 في 33+5- لا 
5++ + «4) 3 ديا جه 





(3()4+:<«6)4 - 7ن .: 


لا 0 


- 24 +3 ) 
60 


- 06+02 


* قابلة للاشتة 
0 - 
ل 


0 قابلة اعمرث 
للاشتقاق عند ا 
(90)0 -< كي 


لا 0 
































اذا كان 2+ 30 + 2م - لا 


1+ *<2 ح- م 


عندما 2 -« 
60 


- )2+3( )2( 
- 41 +6 
٠.١: عدم‎ 2+1 


/ا0 


0 ---- 4) 2 +1 +6 
606 


6+ 4+ اخ 
(10+ و«اق8 


عند 2-2 
/ا0 


6 - 10 16 يم 0 


3 


إذا كان (60 » ()9 كلاهما قابلة للإشتقاق عند 6( 
((1)00 - ()(09]) 


5 فإن : 
وإن : 0 (900)؟ - ««ازوه؟) 





[6-35] معادلة المماس للمنحني والعمود على المماس 


نعوض قيمة < في الدالة نحصل على ,لاا ( لان ( 50 - 27 النقطة ( إلا .,*ا ) نعوض 
»ا في المشتقة الاولى نحصل على ميل المماس عند تلك النقطة . 


معادلة المماس للمنحني 4 (2“«-3) - (6)*2 


[ -لا - 32 -*16 
0 - [ + 32 - يلا 16 
0 - 31 ديا - 16 








هيل المعاس في اي نفطة (2) *(1- »2) 5 - رع)؟ 
14 -2) 10 - 


- 2-1(4) 10 
1[ - لا 
[ -» 


[ -لا - 10-10 
0< 9-ي- )1 


1 لا 
1 - 


1[ + <- - 10- /إ10 جه 
10-1-/[101+ 


فعادلة السود ‏ 0( - 11-«< + ب ا10 


























4915 


جد 2 - ند 2-1 
ام 7 


8- لإلكى - 1-ي ج 
معادلة المماس 0- 7+ لإاى- م 

























8 

[6-6] الاشتقاق الضمني 10 أأءىأأممما 
حين تكون لا دالة معطاة في < أي (70 حلا » فيقال ان الدالة صريحة ويسمى < بالمتغير 
المستقل بينما لا بالمتغير التابع . 


5 - خلا +2 معادلة دائرة وهي ليست دالة . 
لكن *ك<ا - 25 - 2لا 


2م - 25 ل بح لا شكل (8-6) 





| فلو رسمنا << - 25 7 - لا لوجدنا انه يمثل نصف الدائرة الاعلى كما في الشكل (6-7): 


١ 1 


-5 5 


2 


وكذلك 2< - 25 ل - - لا وهي تمثل نصف الدائرة الاسفل الشكل (6-8) : 


١ 


ولكل من العلاقتين : 


2 - 25/ - لا 2 2ي- 25 لو - حلا 





يمثلان دالة مجالها - [5,5-] 

أي أننا عرفنا دالتين ضمن العلاقة 25- 2ل9+ 2< والتي كما اسلفنا لا تمثل دالة يقال لكل من 
2 25كة دلا 5 2 25 يوي - دلا دالة ضمنية. 

ولإيجاد مشتقة العلاقفة :2 لتكن ‏ (# حلا 


لح د 























جد معادلة المماس للدائرة التي معادلتها 25 - 2ل/+ 2 عند النقطة (4 , 3-) 


الحل : 


3 
4 


213 


6[ لاك - 9- اق 
0 - 25+ بإ4 -*«3 


اذا كان 10 - 2لا + 2< اثبت ان : 














مثال 1 
جسم يتحرك على خط مستقيم وفقأ القاعدة 5 +22 - 3غ 0 (4)م 


حيث ( )7 الازاحة بالامتار,4 الزمن بالثواني . جد السرعة عندما التعجيل - صفر 
1 ْ 
السرعة 4+3 -2)  )3(‏ - (]) م 
3 
التعجيل 4 - + 2- ()) م 
4-0 - 2 
2-0 -] 
1-2 
السرعة عندما التعجيل - صفر   »‏ 1-- 3+ 8 - 4-(2) م 


لتكن (6/ سم أثا سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم 2 342-64+9 - (6)' 


([ جد السرعة عندما 1-2 . 
(1) جد السرعة عندما التعجيل - صفر . 


الحل : 
9+(6))2 - 3)2(2 - (2) لم 
سم/ثا 9- 12-12+9 - 

التعجيل ‏ 666 - )70 ([) 
0 - 6-6 
6 -66 
1 -غ) 

السرعة عندما التعجيل - صفر سم/ثا . 6 - 3-6+9 - (1)/ا | 











تمارين (6-2) ج جر 


اذا كان ٠‏ 226-17 +11) - 0و هعم 
“ا2 - («)1؟ 


2 


جد : (0) (907) 


3+30-5م - ) 


1+<“*<2 دم 


/ا0 
جد: 
60 
إذا كان 302+3-7 - :6 
1+<2 حدم 


عندما 1 -<ا .2 جد قيمة 3 


26+4-+302 - 6 
80+5 - يم 


0 <- 1  امدنع‎ 


/ا0 
60 


إذا كان 42-7772-1217 +2نا» بق 


/ا0 
606 


اذا كان 2 - :ولا 2»« يي 


/ا0 
ثبت ان 1-- 0 عندر1:1) 

















جسم يتحرك على خط مستقيم وفق القاعدة 13 -2442-(0)م 
حيث:( 2)4 الازاحة بالامتار :6 الزمن بالثواني 
جد سرعة الجسم بعد 2 ثا من بدء الحركة . 
(# جد الازاحة عندما التعجيل - صفر. 


9 لتكن (1) “ سم/ ثا تمثل سرعة جسم يتحرك على خط مستقيم وإن 
٠")](- 3-2-5‏ 
جد السرعة عندما التعجيل - 8 سم /ثأ 


ل جد معادلة المماس لمنحني الدالة 
3 +2*/ -(*)5 عندما 1- -» 


10 اذا كان ٠:‏ *<- ا - («)1 
1 +2/ - )9 


2 
جد معادلة المماس للمنحني (*) (500) عند 4 - <« 


([إ جد معادلتي المماس للمنحني 15-“«2-5ن+2»ا عند 2- - لا 





1 
1 


[6-7] مشتقات الدوال الدائرية 75011110115 317تاءأ0 عطغ 01 ع/أاع بدمعنا] 
عرفنا سابقا ان المشتقة الاولى للدالة ؟ عند 2 -ا هي : 


ويمكن استخدام هذا التعريف لبرهان 


24 


5113110 - ع7 8 5113 ؟٠ا‏ 605+ )2 7 205 ٠‏ لازا5ك 





١110 
3 21-0 
: 4. 
8 “ا ذخ أ5 عا 605+ (غا 4 1-605) << 13أه-‎ 
(0-غزىم‎ 
4 4 
1 ١ -005 الثم ذزأاك 31 م‎ 
- - ورورنزز ير ومح . كاف 1-505 اا »ا مزع‎ 5314 
10م 10م‎ 
4 3ع ار‎ 
- - مزه‎ <.0( + ©0605 * . [ 
- ©05 





جا س هو ا 511 
جتا س هوا 05© 


11 ظا س هو << 131 





1011 ظتا س هو<ا 01© 





0 1 قاس هوا 566 


/ 1 قتا س هوا ©56© 





0 - 05 


*ا مله - - («)) ظ 


القواعد الاخرى ستطرحها بدون برهان : 


حر 











1 
للسشء 0 - - 2/ك"ا 05 ح- 
2 60 


2 , 


لا “ع5 - زلا 0ق) 
0 


ش مثلر ]4 6 . 722 2ج6جه - نز ررج) 
لا 














8ه (8) . «ا8 2عوه - - يراق امن 5 
2 حم روج وي 0 


لا 1313 لا ©ع5 - بلا ع6ع5 





ونا 


(4) . “ك4 25 »اك عع5 - يلك مم5 








60 


159 


عل ل ]60 لا 056 - - يا عوه 
60 


5. «*«ا5 001 عاذ ©5ع©- - )اذ 256 
606 


) 1 +«7«:2-4) 0 - 180 
جد 1 
(4+»1()14+»722+4) 5هع - («)) 
(1+“7<2+4) 5مع(4+«14) - 


»«الة مزه - (»«)) 


1 


5135 - 
2- 1 2- 1 0 
2 1 05 + 0 3 . 3 5 - («)آ 
3 


*]ة وم 


3 3/ 2 


“7 53هت - («)1] 
“7 05مه) - («)] 
“7 صا -) 782 5مع) 3 - («)) 


-- 21 ©0605 2 7 5111 7 





اه ©56 + يرد 0خ - 3 5مك - (1)«2 


“اكه 1313 7ك ح©ه5 4 + كزذ 2عع5 5 -نزا3 مأو 3- - 100 
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51 13101 اذ 563 15 - 



































جسم يتحرك على خط مستقيم وفقا القاعدة: 24 3605 - (0)4 حيث( 0)6 الازاحة بالامتار 


- الزمن بالثواني. جد السرعة عندما 0 - ؛ , جد التعجيل عند كل‎ 6 ٠ 


الحل : 
2 أو 3- - )م 
21 5 6- - 


السرعة عندما 0 -1 عع27/56 0 - 0 أو 6- - (0)م 


2 26 0605© 6- - 8) م 
1 605 12- - 
11 0 
5 12- - (ل) م 





جد 9 
(2 +*«4) 5ه ان - لا 2 


“31 05 3 اع -ح لإ 


([ + *<«) تعوه - لإا 2 





ظ 2 اذا كان ل/ا3 - الى ح 51[/2؟ | جد 


ظ 
7 


/ا0 
606 








1 
3 053 هج - | ده 3ماع لد 3 (51[1 
3 





ع0 5111 4 0*١‏ 2 
)2 5 + 2) ا 005 + 2 


( جد : /, 


4 : 4 
* 514 - ا ووج - لا 


[آ جد معادلة المماس للمنحني مه + «2 م51 - (<)6 


© جسم يتحرك على خط مستقيم وفقاً للقاعدة 1 605 - ]2 دأ5 - (])م 
حيث (4) م الازاحة بالامتارء © الزمن بالثواني. 
جد كلا من بعد الجسم . سرعته وتعجيله عندما ‏ 4 / 11 -] 

#© اذا كان () “سم / ثا تمثل سرعة جسم متحرك على خط مستقيم حيث 


| 


ال 
05 + 4 () “» 
4 4 


جد السرعة والتعجيل عندما 1 - ) 
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(ت....الفصل السابع .. ©) 
الهندسة الفضائية ( المجسمة ) /ا3©017611) 502366 


. 5 95 3 ف قر 5 
سبق ان درست في الهندسة المستوية كلا من النقطهة والمستقيم حيث رمزنا له 88 أو ظّ 
طق 


واستخدمنا الرمز 819 للدلالة على قطعة المستقيم 3آاثر 

*والرمز|| 515 || للدلالة على طول القطعة تست ااا 

ظ وسندرس مصطلح هندسي يدعى المستوي 01306 وهو الذي لو أخذت عليه اي نقطتين ووصل 
|| ]| بينهما بمستقيم لنطبقت جميع نقاط ذلك المستقيم عليه مثل زجاج النافذة » سطح المنضدة » ساحة 









وهو بلا حدود من جميع جهاته ويمتل على شكل مثلث ©11713101, مربع ©5001317. مستطيل 
©01؟. متوازي اضلاع 8312311»10013150؛: شبه منحرف 2112062010 
| دائرة ©اء01. ...... ويرمز له () أو (ل) ويقرأ المستوي ا أو ل كما في الأشكال الآتية : 








ودرست العلاقة بين النقطة ( 201111 ) والمستقيم ( 1126) التي يحويها مستو واحد كما درست بعض 





مكدرو حذ كرت 
53 ! 5 
فم 
<< “قي 
عدوم ) 





كما شاهدتها كالأجهزة المنزلية ( الثلاجة ٠»‏ الغسالة » المبردة » التلفزيون » ... ) 
وهي تمثل اشكالاً هندسية ذات ثلاثة أبعاد وتشغل حيزاً من الفراغ وأن دراستها تسمى بالهندسة 
الفضائية وهي التي تدرس العلاقة بين النقط والمستقيمات والمستويات التي يحويها الفضاء . 




















(مطن 
لاحظ الشكل الاتي للاجابة عن الاسئلة الاتية: 
[آ- المستقيمات التي تمر بالنقطة .م 
ا[إل- المستقيمات التي تمر بالنقطتين 8 , يقد معاً 
#[- المستويات التي تمر بالنقطة ./ 

4# المستويات التي تمر بالنقطتين ,ثم و 8 معا 
















لاحظ الشكل الاتي للاجابة عن الاسئلة الآتية: 
ا[آل- اذحر المستويات التي تمر بالنقطة / 
[- اذكر المستويات التي تمر بالمستقيم 8./ 









<نشا 
لاحظ الشكل الاتي للاجابة عن الاسئلة الآتية: 
اإإ#- اذكر مستقيماً يمر بالنقطة !8 

(4- اذكر مستوياً يمر بالنقطة |8 

[- اذكر مستوياً يمر بالنقطتين /8 , # 
ا([- اذكر مستوياً يمر بالنقاط 4 , يك , 8 
[- اذكر اربع نقط ليست في مستو واحد 


يار 


166 











[7-1] عبارة اولية : 


لكل ثلاث نقاط ليدبك على استقامة واحدة توعد [اامء - اهلظ يوجد واحد فقط 


(وحيد) يحويها 


/_ 


ومنها تحصل على : 
(آ# لكل مستقيم ونقطة لا تنتمي اليه يوجد مستو وحيد يحويها. 





[117-5ككقة ونم مكيديق: فى لأطماء: 
المستقيمان المتقاطعان 11765 1069815664109 : اللذان يشتركان بنقطة واحدة فقط وهما في 





مستو واحد 





جه المستقيمان المتخالفان 1165 0ا©»51 : اللذان لا يمكن ان يحتويهما مستو واحد ( اي انهما 
غير متقاطعين وغير متوازيين ) 


نشاط: 

جه عسصقهمه 
من الشكل المجاور نلاحظ 1014 , 819 متخالفين: 
([[ اذكر ثلاثة ازواج من المستقيمات المتخالفة. 
( اذكر ثلاثة ازواج من المستقيمات المتوازية. 
اذكر ثلاثة ازواج من المستقيمات المتقاطعة. 








01 |المستقيم الموازي للمستوي : اذا لم يشترك معه بأية نقطة أو كان محتوى فيه 








عولبهضنو. معوت هه سويتلهجوم. 
(00) قم 2 - () م قم , () // قم 
[إ# المستقيم القاطع للمستوي : اذا اشترك معه بنقطة واحدة فقط 
م 





[7-2-2] العلاقة بين مستويين في الفضاء 
ال المستويان المتوازيان : اذا لم يشتركا بأية نقطة 





ا المستويان المتقاطعان : اذا اشتركا بمستقيم واحد فقط 


».م 


قم - (7) م («) 





نلاحظ انه اذا اشترك المستويان بنقطة فانهما يشتركان بخط مستقيم يحوي جميع النقاط المشتركة 
بين المستوين المتقاطعين ويسمى ( مستقيم التقاطع ) ويكون محتوى في كليهما 


لل التساوي : إسمان لشيء واحد. 


مستقيم يوازي نفسه. 















مما تقدم نستدتج: 
( اذا توازى مستقيمان فالمستوي المار باحدهما ونقطة من الاخر فانه يحويهما 


اااسسسبجبب م فر / 





' لحج+هكدارئيتي 2 
٠. . : '‏ 
/, ف 3 7 جه 
ؤر. 3 6< (0) ح قم 
(6) ع )ا 


0 والبهجه 
فآأن ‏ () - 60 





##المستوي الذي يقطع احد مستقيمين متوازيين يقطع الآخر. 


17 / / م // قم 


8 يقطع ()«) في ع 


0 يقطع (0) في © .٠.‏ | 





الا 


(0) قم 
09// قث .'. 





عططع» ول هوه 
عم // عم 
6غ //معم 


3 2> زر > 1 جك ور . 
0)// (*«) , 180 - 3 >> مرر+ 2 >> مم 











[3 -2] ميرهنة 0 111 


1 خم هن 6 
خطا تقاطع مستويين متوازيين بمستو اثالث كر ييخ : 


]| المطلوب اثيلته : مه // 8م 





(مستقيم التقاطع يحوي جميع النقاط المشتركة / كا لظ الاك فت 
جه 
بين المستويين المتقاطعين) 


سجنم ا لحجتم)ه 1 
في (2) اذا لم يكن (01) // 85 فسوف يقطعه في نقطة مثل ]ا 
جيم 
0 م 4 تاس بي ) ح غ8 جح (1) > ظقاعط : 
(مستقيم التقاطع يحوي جميع النقاط المشتركه 0 ل 
بين المستويين المتقاطعين) () > 5 جح رلا) © ران عع 


(لاشتراكهما في نقطة ) (0) م هكا) معط .: 
وهذا خلاف الفرض حيث (7) // (00) 
ادن 85 لايقطع (ا) 


جه لوده 
(يتوازى المستقيمان اذا وقعا في مستو واحد وغير متقاطعين) 2© // لم .: 


و . فكب . فر 


1 


[7-3-1] نتيجة (1): 
ييه ا ا فا ا رةه 


ا المستقيم الذي يقطع احد مستويين متوازيين يقطع الاخر ايضا 


ا ين الا وس ابر يو ال يناه ابر وباة الزري يبنا لتر ين ايب اليذه بيذ قرب ا وا سم 1 وم 1 


المعطيات: (7) // () ,. 88 يقطع () في 8 
المطلوب اثياته: 88 يقطع (/) 





ة لتكن (/) ح ع 





ودين سا 0 ب في لاع //28 ترسم 


1 0 تيه هه 


اذن 8م يقطع (7) في الا 
و ؛ دادم 
يناي ميرهنة )2 لااعرمع11 


دياوو كك لوو © لون > ضور 7 07ت > م 


0 اذا توازى مستقيمان فالمستوي الذي يحوي احدهما يوازي الف ا 


ات يي بالق يونت يري يبنا اريإ يري يبنلاب يويد ابو يييية اي يوبن اتيب إن اوري يبن اب يبنل لبر يوننة نير يي يوذ لايرب يبنل اتن يوجلا ” 





9 0 لهم 
وبحت > (6) © 6ك , م» // قم 








| ظ 1 ّْ 1 عله 
ظ 5 (00// 8م 

















| 
البرهان: اذا كان 88 لايوازي ( 7) فيقطعه بنقطة مثل © 
: 0 لهم ل هه 
امحنيى )ا نان // ظلكمقَ ٠:‏ 
1 5 8 0 5 0 تيه 
(المستوي الذي يقطع احد مستقيمين متوازيين يقطع الاخر) .'. () يقطع 60 
لبجم 


وهذا خلاف الفرض لان( 0) > 60 





همه 
اذن لم لابذ 4 
دن لايقطع ) ( ينلدي 


(00) // كم .:. أ 





[7-15] مبرهنة (3) 158016065 


3 - جه ل" نه الدنيه" فه -- بية ا ينود دري بساحم د دا موسا ا/لدهة يوري بلاإخمملل. صو . محا د لكا روسو وسور د . اسك ا 0 5-5 ِ م 9 _- - !1 





| ا تقّبه ان الموازيان لمستقيم ثالث فيرع الفراع ( متوازيان 50998 


٠ 





1 العظلة 5 : عانق : 








بالمستقيم ١‏ ونقطة 8 نعين (0) 
[يتعين مستو وحيد بمستقيم ونقطة لا تنتمي اليه ] 
حت هه 
ان لم يكن () - !1 فسوف يقطعه في .م 
٠ 5‏ 
60( يقطع ا وهدا مستحيل 
( المستوي الذي يقطع احد مستقيمين متوازيين يقطع الاخر ) 
هه تل هه 
في (* ) ان لم يكن >1 // ! فيقطعه في نقطة مثل الا 
ينتج وجود مستقيمين مرسومين من الا يوازيان ؟! وهذا خلاف الفرض إعبارة التوازري ! 
همه همهم 


ادن >ا لايقطع ا 


[ 7-6] سميرهنة (ك): «اعرمع11 
طع مستويين يوازي كل محتوى في احدهما ويوازي الآخر 


| مستقيم نفا 


كم - (ل) م 6) 
ظ 00( // 0© , ف 60 


ال حيت>ه»ه 
را // م 


«و انه 0 عسوطخملدتهههم 


الير شان : 
(/7) 6 0010 , هلل | 
معطى) 00 // 68.) 


جهم_ه عليه حول ه». 
في (ل) لو كان 0© يقطع 88 لننتج ان 0© يقطع () 
) تقب التفاطع يحوي جميع النقاط المشتركة بين المستويين المتقاطعين) 
حطع هه 
(186) // دا 


وهذا خلاف الفرض حيث 
لهي عله 
0 /(رقم ١2‏ 

















[7-6-1] نتيجة (1) 
' اذاوازى مستقيم مستويا معلوما فالمستقيم المرسوم من أية نقطة من نقاط المستوي موازياً 
للمستقيم المعلوم يكون محتوى في المستوي 


00 // 8م , 0 ع 
8م // م6 


080 © م6 


2 2 1 

ان لم يكن (06) - (01) فيكون قاطعا له في نقطة © 
همهم 

وهذا خلاف الفرض حيث (06) // 88 


« ع + 
. اذن 60 لايقطع (7) بل محتوى فيه 








١ 


ور 
( مثل: » اذا احتوى كل من مستويين متقاطعيين على احد مستقيمين متوازيين فمستقيم التقاطع 
يوازي كلا من المستقيمين المتوازيين 








0 ررقم ) > هك , 0 2 قم راءع - م7 م م 


0 , 8م عع 
[معطى]| بان // كم 
8 م6 


(اذا توازى مستقيمان فالمستوي الدي يحوي احدهما يوازي الاخر) (0)/ / قث :. 
سجمه 
إسطيى) (0) - ظللمْ ١:‏ 


وت 5 5 حوليهبه». سا 
( مبرهنة (4)مستقيم تقاطع مستويين يوازي كل عع //راظم..:. 
مستقيم محتوى في احدهما ويوازي الاخر) 
8 + اه «وتلبيجه 
( المستقيمان الموازيان لمستقيم ثالث متوازيان) اع // دان 









1 !اي من العبارات الآتية خاطئة واي منها صائبة وبين السبب : 
7 ححح>». وجح 

أ - اذا كان (88//)0 فيوجد مستقيم وحيد يوازي 88 ومحتوى في (0). 

ب - يوجد مستو وحيد مواز لمستو معلوم . 

ج - المستقيمان الموازيان لمستو واحد متوازيان . 

د - اذا وازى ضلعان من مثلث مستوياً معلوماً كان ضلعه الثالث موازياً للمستوي المعلوم . 
ه - المستقيمان المخالفان لمستقيم ثالث متخالفان . 

| و - اذا كان (6) ٠‏ () مستويين غير متوازيين فانهما يتقاطعان بنقطة واحدة . 

از - ذذاكانت 060 © 8 , ىفن ( 8 , 8) - (0) م 8م 

ح - كل مستقيم يمكن ان يمر به عدد غير منته من المستويات . 

ط - عدد المستويات المختلفة المارة بثلاث نقاط مختلفة ليست على استقامة واحدة هو (3) مستويات . 










ي - يوجد مستو وحيد يحوي مستقيمين متخالفين . 
2 صحح ما تراه خطأ في العبارات الآتية : 
1 . لهو لبه 
| - اذاكان (ش) - (ز) 6 ا., ا) - كا 
. لبه سل» 
فان  0١16‏ ا- (ثم/) حيث  )(‏ م 
ب - يتقاطع المستويان المختلفان في مستو . 
: _-_- 

ج - اذا كان تقاطع المستقيم !ا والمستوي(') يساوي 2 فان 16) // ا 

. وح حول ه». 
د - اذا كان المستقيم (07) // ا فان ‏ (2) - (16)١0)احيث(كا‏ )حم 

1 73> عط هه 

ه - ذذا كان المستقيمه () - ؟! فان (06) 60 يا - 0 
و - يكون المستويان متوازيين اذا اشتركا في نقطة واحدة على الاقل . 
ز - المستقيم المحتوى في احد مستويين متوازيين يقطع المستوي الاخر . 
ح - يكون المستقيم محتوى في المستوي عندما يشترك معه بنقطة واحدة على الاقل. 
ط - اذا توازى مستقيمان ومر بكل منهما مستو وتقاطع المستويان فان مستقيم تقاطعهما يقطع كلا 
المستقيمين . 
ي - اذا قطع مستو كلا من مستويين متوازيين فان خطي تقاطعه معهما يكونان متخالفين . 


1 


١ 


7 0 تعامد المستقيمات والمستويات: 

اعد يبعا لزي يولك لي يي اي تي يي تر اس لوكت 1 لت بات اله بم ال م ال اا تت ب هم ا ئلا 2 ااا ا بام الت با ب 22 زم / 

/ سر يشا:‎ ١ 
1 

المستقيم العمودي على مستو يكون عمودياً على جميع المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ١ ١‏ 

' ذلك المستوي 





حعطلهعه ‏ عنوهه> سع )> سو هه | عله 

(0) 1ط ,() © ... , 08 , 00 , 06 , 08 ,مه 

غلهعع>. ‏ سه عله عسل )هم سل )عه | سلده»ه 

فيكون : 0 , 00 , 00 , 08 , 08 ل ا 


© الستهم اتسودي عت سه مين متقاطين من نقطة تقطعهما يعون حودياً على مستويه 1 


١‏ 6م 





وهو الشرط اللازم والكافي كي يكون المستقيم عمودي على المستوي. 
عي 
1/8 ا 


_ > ا ا ف 0 ا 06 00 دك ل الما ل ل ل ال 0 اي 10 ا لك ام ري تر يري ات 0 يي افا لي ات لي 120 2 


| من نقطة معلومة يمكن رسم مستقيم وحيد عمودي على مستو معلوم ا 


55 0-0 لحا را 171ل يون م بحم كم صر ووسصرن روصن _ وصور مد هه سس .يحم ىبحمل رإتسسي الِب" بواحخحم لاححا ياتاييرل ل ر دهم إسسوني صا 


© نقطة أما( ) © »© او( ان 





لبه 


. يوجد مستقيم وحيد مثل -! يمر من نقطة © بحيث(90) ٠.1‏ 


يكون المستقيم 88 مائلاً على المستوي ( اذا كان قاطعاً له" و وغير عمودي افيه : 
ال م ا ا ا ااال اا اف لا نازر و بصم سيو مسو وسو يوسي يسو مسر بسحي بسي يوسو يس ومسو بصي ليسي بسيين معن إصسيييا 1 





0) - 0 م قم 
8ه غير عمودي (*«) 
28 مائل على (*) 


لس و1 





هاحظة : 


يكون 88 غير عمودي على ( “ا) اذا كان مائلا عليه أو موازيا له 


و كك ارون 5 وسيل بيد بيبز "ان وا سر يوسب بويدة ”تسر - سس يبز" اسار و بي 


0 المحددة بنقطة معلومة وأثر 0 النازل منها على المستوي” 
1 اكوم [بعد | ل اليتاوك عن المستوي] 


"د 1 © ]9 تر لاتير يي مت ل لف 0 








8 هو بعد النقطة 8 عن (*) 
وهو أقصر مسافة بين النقطة هم و (00. 


© يقال لطول القطعة الست 1 العمكة طك شي 1م21 ولسادا دب 
2 
00 [البعد بين المستتيية #موازيينا ‏ 


١ ١‏ امت يي تت رب يي تي يي تت 9 يي 2 يي 22 22222 و امييقت ري يي م يي ةير تت سا2 ص لضي 62 دش ب مت يي 2 ب ير 22 يل لي 6 يي يي 2 يي 2 يدن 











البعد بين مستويين متوازيين تابت 
اذا كان 0) لا قث ,() ل قث , (ل7) // (<) 


. 88 يمثل البعد بين () ٠‏ (/7) 


؛المستويان العمودوان على مساعيع واحد متو ارون 





/ 
5 


[7-8] ميرهنة (5): «ررعمرمعط1 


/ المستوي العمودي على أحد مستقيمين متوازيين يكون عموديا على الاخر 


“بير يبئة#اتتيرير نولزني _ يبان تيبي وببق#لاايوبونا اي بتي اقبي يلتبي يي بة#اللابيي اباي بوي يلابي بيناة#تتبي جلي بباة##الإبوو بابي وبي بوق#اب يبون ديرلا 
المعطيات : (0) ل هلم , 08 // 8م 
المطلوب انياته: (#6) 1 00 


”اا بيد انب بيد ابر بيدا اب يبنا الب يوط ب بوط انب ييا الب با الب ييا اب يب ايبن ييبزة” انبر يبد انب بابب بيدا ب بيد بين يب ا ييا ابي اب 1 





0 1 5 9 سله»م»م 
(المستوي الذي يقطع أحد مستقيمين متوازيين يقطع الآخر) (0) - (0)07 6602© 
وليه وله 
ا تر سد ع8 , ع8 


ثم نرسم 
حل هم | وطع هه 
(غبارة التوازي) / 00 
سحوله#ه | سيعل»ه 
!8 // اانا 
(اذا وازى ضلعا زاوية ضلعي زاوية أخرى تهنان) > مع - عأاظم > مر " 
تساوى قياسهما وتوازى مستواهما) انان > مر ح- عاظمْ > جم 
حل هه 
(معطى ) () | ظلم 
مله سه |0 هله 
(العمود على مستوي يكون عموديا على جميع 8 , عأظ راظكق .: 


المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك المستوي ) 
965 ح- 6)نان) > ممع ح- عاظم > مر" 
- اآنان) > مم ح- عأظم > جم 
5 ف 5 مرا نوات 5 
(المستقيم العمودي على مسقيمين متقاطعين من نقطة تقاطهما () ل لام .:. 
9-2-0-0 
ار 
182 5 55 


.! 7-8-1] نتيجة: 
ا لل ل لي ب جد م ا ا ات 


المحكييات العمودبيان على, مستو واحد متوازيان ١‏ 
ليحرل وحصي وكير ١‏ 


او مرو ار ا رين ا يي ا ري م ا ري ام ا ا بده 


هع دهم 
) 1 60 , قم 
)> ععل)»ه 
0 // قم 


اليرهان: ان لم يكن 88// 68 ٠‏ 
]من () جح نرسم 88 /ر 8م 
(يمكن رسم مستقيم وحيد موازلاخر من نقطة لا تنتمي 





تل 
(المستوي العمودي على احد مستقيمين متوازيين يكون (486) ل علطا .: 
عمودياً على الاخر) 


أصبح من نقطة 0 وجود مستقيمين عموديين على (7) وهذا غير ممكن 


183 3 


[7-9] سبرهنه (6) تعممعط1 


) ميرهنة الاععدة للثلققة؛ اذا رسم من نقطة في مستو مستقيمان احدهما عمودي على المستو لمستوى 
/ 
مستي لصوي عش السوي وق تي امستفمن بقن عه بين اية نقطة من نقط 


/ ا 
لبسسدم العمودي على المستوي ونقطة تلاقي المستقيمين يكون عمودياً على المستقيم المعلوم ١‏ 
فى المستوي. : 


أت م مجحو مستي ببسمتتعر ‏ محر ‏ حتي .احور ومتعي . مكتو ‏ بححر موحي حيبي بسحو يحور ومتسير ل يحي تعر محر مكبر يي جديا 








ول هه )| عله حطته». حل ه»ه 
المعطيات : 0 ل ع8 , ) 1 قله , (6) © 20 , 0 ح م8 
حجح-نةُه > ةمه 
١ 0 3‏ غلة + قم ء ىر 9 





: - 0 جح هم سمه ظ 
اليرهان: من نقطة 8 نرسم 60 // 81 [إعبارة توازي) 


لهم 
معطى () - 00 .: 
(ذا توازى مستقيمان فالمستوي الذي يحوي أحدهما (6) © 8 ج 
ونقطة من الاخر يحتويها) 
ول هه عوطلبي». 
(معطى) © 1 88 '.' 
حلبه». تين 
(في المستوي الواحد المستقيم العمود على احد مستقيمين عاظ8 |( غم جح 


متوازيين يكون عمودياً على الآخر) 


( المستقيم العمودي على مستو يكون عمودياً على جميع ع8 | قظلز .: 
المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك المستوي) 
تقاطعهما يكون عمودياً على مستويهما) 
(المستوي العمودي على احد مستقيمين متوازيين يكون رعأظقلطة) |1 لاي ' 
عمودياً على الآخر) 

007 0 3 ليخ ح"تبمنه». 
(المستقيم العمودي على مستو يكون عموديا على جميع ران) | لزاح ٠‏ 


المستقيمات لمرسومة امن اثره ضمن ذلك 0 


و  -‏ عم 


164 


نتيجة مبرهنة (6) الاعمدة الثلاثة 
اذا رسم من نقطة لا تنتمي الى مستو معلوم مستقيمان احد هما عمودي على المستوي والاخر عمودي 


المعلوم في المستوي 





ا || الفغطيات: 
9 ل عه , 00 ١‏ 8ه , 0 2 مح , («) جم 





لا اللا 


المطلوب اثياته: 0© | عم 
/ سصيتلع». حل ». 58 حل ب)». الهم 
'| البرهان: إن لم يكن (01) 1 815 من نقطة 8 نرسم 01 | هلم 


(يمكن رسم مستقيم عمود وحيد على مستقيم معلوم من نقطة لا تنتمي اليه) 


همهم 
[ معطي | 0و( ا ظثم:: 
جطي>ه | عطل»ه 
أهير شقزف الاعمدة النانحه ] ) | إ الثم 


جنم سمه 
أمسل ) (ان) | علم 


0 1 0 « حصي عسل ه». 
(يمكن رسم مستقيم عمود وحيد على مستقيم معلوم من نقطة لا تنتمي اليه ) عم > للك .:'. 










[إإ مثلث 860 قائم الزاوية في 8 , 8 نقطة ليست في مستوي هذا المثلث بحيث , 60 - 6م 
0 - 85لثم برهن أن 86 عمودي على مستوي المثلث 80م 





فبعلنات: 
| المثلث 860 قائم الزاوية في 8 

هم - عم , م8 د قم , (م86) يام 
مطلوب اثياثه: ١‏ 8880) 1 286 
اليرشان: المثلثان ©886 , 8660 





(معطى ) 80 - 8م 
0 - عم 


مشترك )8 
. يتطابق المثلتان إلتساوي ثلاث اضلاع] 
من التطابق يتنتج 
6 - )ظم8 > ور - راظظ0 > در 





معطي (909 - 86 > وم نا5 | )5 '.' 
بالبرهان “90 - )ذم > لم) 8م ١‏ 6م 
(المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة (اظق) ١‏ 50 .:. 


تقاطعهما يكون عمودياً على مستويها ) 


0 


([ 8ث قطر في دائرة من نقطة مثل © على الدائرة رسم 0 ل مستوي الدائرة برهن ان 2.6 


نا 





العمعطيات: 88 قطر دائرة » © نقطة على الدائرة » 02 عمود على مستوي الدائرة 
ثه: زنان)8) | م 








8م , قطر دائرة مركزها © اس«طلى| 
(الزاوية المحيطية المرسومة في نصف قطر دائرة قائمة) ‏ 909 - 868 > 0ى .: 





5 ل 6ه .:. 

[معظى ) اي ان (68©6) 1 6© 

(المستقيم العمودي على مستو يكون عمودياً على جميع م6رعم 
المستقيمات المرسومة من أثره ضمن ذلك المستوي) 

(المستقيم العمودي على مستقيمين متقاطعين من نقطة (مع8) را عم 


تقاطعهما يكون عمودياً على مستويهما) 


او _الاقس. اي 


187 أ‎ ١ 


١ 


| 







| © مثلث 856 قائم الزاوية في 8 , (©8586) 1 885 , النقطة 0 منتصف 05 النقطة لا منتصف 
8 برهن على ان 1/8 1 8م 


1 


المعطيات : 86م مثلث قائم الزاوية في 8 , ( 8586) 1 885 . 0 منتصف 08 , لاا منتصف 
8م 

ظ المطلوب أثباته : ملم ل قم 

اليرهان : لتكن الاا منتصف 6م 





اعتصيمع6 ,. 
لا منتصف 58 [معطى | 

( قطعة المستقيم الواصل بين منتصفي ضلعي مثلث عم// ملو 
توازي الضلع الثالث) 86 // ل“"الا 


(معطى) (©886) 1 88 ٠:‏ 
(عهم) ل هالا 

(المستوي العمودي على احد مستقيمين متوازيين يكون عمودياً على الاخر) 
زاوية قائمة (معطى) 8 '' 


(اذا كان قياس الزاوية بين مستقيمين متقاطعين 909 50 | ظم جه 
فان المستقيمين متعامدين) 

(المستقيم العمودي على احد مستقيمين متوازيين 8م | لمالا ٠‏ 
يكون عمودي على الاخر) (ناظق8) ع لاغ .:. 


(88)0) 6 كلظ , كم ١‏ للالاا , رنظ8) ١‏ زالاا جه 


أشير قلف التعغذة التلنكية) ثاللا ١‏ ظلكمث .'. 
| تابط ا 


ف + اكد 1م 


80 - مثلث قائم الزاوية في 8 , 0اه4- 88 , 0اء3‎ 86 / ١ 
.60 بحيث 12610 - 0© جد طول‎ © ١ )686©( 


ديم 
2 برهن على ان المستقيمين العموديين على مستويين متقاطعين لايتوازيان. 


| 3 في ار 50م ,و00 - شر > دا (0ظم) | ثاظ 9 0ح - راي ٠‏ 0 - 8م 
فأذا كان 8511 عمودي على 80 جد قياس 5110 






























الفصل الثامن ‏ 22 
8 ,ع301آ2) 


مبدأ العد والتباديل والتوافيق 011111261017 2110 1261011 ناقالاع5 ,111110ل01 © 





٠‏ -8] مبدأ العد 
8-1-1]رمز المضروب . 
٠‏ [8-2] التباديل . 
٠‏ 8-2-1] قوانين التباديل . 
|٠١‏ *[8-3] التوافيق . 
-8-3] قوانين التوافيق . 
٠‏ [8-4] عدد طرق سحب عينة عناصرها(!) من مجموعة عدد عناصرها (2) . 
-8] نسبة الأحتمال . ١‏ 
-8-5] قوانين الاحتمالات . 


. [8-6]مبرهنة ذات الحدين‎ ٠ 






م 


قانون الحد العام وه لجس سك 


110 















دده هد 


(ت .الفصل الثامن.... ©) 


[8-1] مبدأ العد م0طغع]ال وماديسه6© 
اذا أمكن إجراء عملية باحدى الطرق المختلفة عددها (17) وكان لدينا في الوقت نفسه عملية 

أخرى يمكن إجراوّها بطرق عددها (1) فان عدد الطرق التي يمكن بها أجراء العمليتين معاً 

يساوي: 1<1ل! 


© 
يوجد لدى صاحب مخزن ثلاثة انواع من الدراجات الهوائية ومن كل نوع يوجد أربعة احجام ومن 
كل حجم يوجد ست دراجات فما عدد الدراجات؟ 


عدد الدراجات - -ت 6< 4 < 3 


© 
كم عدد رمزه مكون من ثلاث مراتب يمكن تكوينه من مجموعة الارقام : 
(9 ,7.8 , 2.5 . 1) 





2 - دراجة 





1 التكرار مسموح 

9[ التكرار غير مسموح 

الحل: 

|[ التكرار مسموح 

عدد اختيارات الرقم الاول - 6 
عدد اختيارات الرقم الثاني - 6 
عدد اختيارات الرقم الثالث - 6 
عدد الإعداد - 6 << 6 ا 6 - 216 





عدد اختيارات الرقم الاول - 6 
عدد اختيارات الرقم الثاني - 5 
عدد اختيارات الرقم الثالث - 4 
عدد الاعداد - 6 ا 5 ا 4 - 120 


كم عدد رمزه مكون من رقمين وأصغر من (40) يمكن تكوينه باستخدام الارقام : 
(5: 4 23 ,م 21 
ا( تكرار الرقم مسموح في العدد نفسه 


تكرار الرقم غير مسموح في العدد نفسه 
الحل : 
[1ض عدد اختيارات رقم العشرات - 3 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 5 
عدد الاعداد - 3 ا 5 - 15 





باه عدد اختيارات رقم العشرات - 3 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 4 
عدد الاعداد -د 4 < 3 - 12 





ص 


كم عدد رمزه مكون ثلاثة مراتب واكبر من 500 يمكن تكوينه من الارقام 
(1.2.3.4.5.6.7) 

(إ! تكرار الرقم مسموح 

([) تكرار الرقم غير مسموح 

الحل : 





دك عدد اختيارات رقم المئات - 3 
عدد اختيارات رقم العشرات - 7 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 7 
عدد الاعداد - 773 - 147 


عدد اختيارات رقم المئات - 3 








ظ عدد اختيارات رقم العشرات - 6 
عدد اختيارات رقم الاحاد - 5 
عدد الاعداد - 5613 - 900 


[8-1-1] رمز المضروب 
يظهر في احيان كثيرة في الرياضيات ضرب الاعداد الصحيحة الموجبة من العدد (0) حتى (1) 


ويرمز له ماديم ويقرا مضروب !! 


5»2»1-0 42 »5 -إ5 
ملاحظة - 


أتفق على ان : 


اذا كان 30 - ههه 


يهمل لان م يجب ان تكون عدد صحيح موجب 





اذا كان 5040 - !30 فما قيمة (م)؟ 


50400 
20610 
200 
2310 
210 
42 

7 

1 


0 - !م 
1[ “ 2 »” 3 » 4 » 5 » 6 » 7 - ام :' 


|7 - !م 


7 - م" 


[8-2] التباديل (261011]/الااعم) 


يسمى وضع (0) من الاشياء في ترتيب معين بانه تبديل لهذه الاشياء (بشرط ان تأخذ جميع .| 
هذه الاشياء) وتقرأ تبديل (07) مأخوذ منه )١(‏ ويرمز للتباديل 


(؟*. ما ضاو"م 


[8-2-1] قوانين التباديل 





65١ 


(حسب القانون التالش) 336 - لس 


0 يم 


* وممكن حل المثال حسب القانون الاول كما يلي : - 
6 - 8*76 - 5رم 


إحسب القانون الثاني) 24 - 4«3«2«1 - !4 -4رم 


ويمكن توضيح ذلك حسب القانون الثالث 


جد عدد التباديل للحروف أ ء. ب . ج المأخوذة منها أثنين في كل مرة 


الحل : 














ما عدد طرق توزيع (4) اشخاص على (4) وظائف شاغرة بحيث كل شخص له فرصة عمل 
متساوية مع الاخرين ؟ 
الحل : 
عدد الطرق 24 - 43*21 - 4,م 


بكم طريقة يمكن لمجموعة من سبعة اشخاص في حفل ان يرتبوا انفسهم بحيث يجلسون في 
الحل : 
عدد الطرق ‏ 5040 - 5*4«3«2*1 “726 - 7١‏ - 7رم 


جد قيمة (0) اذا كان 90 - "رم 


الحل : 
0 - "رم 
0 - (1-م) م 
0 - 90 دم - 2م 
0 - (9 + صس)(10 - م) 
يهمل ‏ 9- -25 , 10 -06 ج 

















[8-3] التوافيق 0111521101) 
هو كل مجموعة يمكن تكوينها من مجموعة من الاشياء مأخوذة كلها أو بعضها بصرف النظر 
عن ترتيبها ويرمز لها 
لماه درم دبكت 


[8-3-1] قوانين التوافيق 








حسب القانون الاول 10 - دن إل© 









اذا كان عدد أسئلة أمتحان مادة الرياضيات هو (8) أسئلة المطلوب حل(5) أسئلة فقط. بكم 
طريقة يمكن الأجابة ؟ 


الحل: 84 


الجر ين 








0 
بكم طريقة يمكن اختبار لجنة من ثلاثة رجال وسيدتين من بين (7) رجال و (5) سيدات ؟ 
الكل : 

يمكن اختيار ثلاثة رجال من بين سبعة رجال بطرق عددها 0.7 ويمكن اختيار السيدتين من بين 


خمسة سيدات بطرق عددها 6.5 أذن اختيار اللجنة بطرق عددها 
بطرق : - | 4يام 76*25 









نسسأ حا - د سيا 7 
10- إب * 1و - تيت »ا 7ر0 
ٍ! 1 
2 3 
--_ رن 5 


كيس فيه (10) كرات حمراء و (6) كرات بيضاء سحبت منه (4) كرات معاأ. ما عدد الطرق 
التي تكون فيها الكرات المسحوبة من نفس اللون ؟ "١‏ 


الكل : 
حمراء كيام 10*97 ١‏ 
ل ل 
0 





١ 4*7» 1 4*1 
ظ‎ 4 





1 3 7 عدد الطرق 225 - 15 + 210 - 
() 007 
0 (5) 
ليوا ” (0) 
و 


7 اه الاك 


جد قيمة (0) اذا كان 55 - "© 


0 - (1-ص)م 

0 - 110 -م - تم 

0 - (10 + م) (11 -م) 
يهمل 10- - ١‏ , 0-01 | 
ظ 


ْ 





[8-4] عدد طرق سحب عينةعددعناصرها (') من مجموعة عدد عناصرها (”) 


حيث ١‏ > ,. 1 < م, لل ح م 


عند السحب يجب مراعاة الآتي : 


5 السه ان جاع وقي ع كن عله تبه تند الى البلجمطرعة الاطلتياداقين الفبزرع ابعلكي ( 
عينة اخرى. 
2. السحب بدون أرجاع: يعني ان العينة التي تسحب لا تعاد مره اخرى الى المجموعة 
الأصلية. 
والمقططظ الآثي يوضح غملزة المبحب 2 





عدد طرق سحب لعينة ()) من مجتمع حجمه (7) 


بالارجاع بدون ارجاع 


وجود الترتيب بدون ترتيب وجود الترتيب بدون ترتيب 


عدد الطرق - 2015١05‏ عدد الطرق - 1" ن) عدد الطرق > ". عدد الطرق - ", 


اذا لم تذكر طريقة السحب فتعتبر دون أرجاع ولا وجود للترتيب , 


بكم طريقة يمكن سحب (3) كرات من وعاء به (7) كرا 
[[إامع الارجاع ومراعاة الترتيب 
(( مع الارجاع وعدم الترتيب 
ا[# دون أرجاع ومراعاة الترتيب 
(ا# دون أرجاع وعدم مراعاة الترتيب 
الحل: 
1 عدد الطرق 
3 -7757 7 ح 73 دام 


ق' | 5-4 
1 عدد لطر ف 007 
ور يا ادن 
م عدد الطرق 


0 - 765 - 7 م 


((© عدد الطرق 7005 


ورج 0 



















|[ في معرض للسيارات توجد (5) أنواع من السيارات ومن كل نوع (3) نماذج ومن كل نموذج 
توجد (4) سيارات فما عدد السيارات في المعرض ؟ 


كم عدد زوجي يمكن تكوينه من أربع مراتب مأخوذة من الارقام ( 5,1,6,2,7,4,8 ) 
ا التكرار مسموح به في العدد نفسه . 
[) التكرار غير مسموح به في العدد نفسه . 
([#اصندوق يحتوي على عشرة مصابيح (4) منها عاطلة سحبت ثلاثة مصابيح جد عدد طرق سحب 
ا اثنان صالحة وواحد عاطل . 
على الاقل مصباح صالح. 
| اذا كان عدد أسئلة أمتحان مادة ما هو (8) أسئلة وكان المطلوب حل خمسة أسئلة منها فقط 
بشرط أن تكون ثلاثة منها من الاسئلة الاربعة الاولى. فبكم طريقة يمكن الاجابة؟ 
| اما عدد الطرق لاختيار فريق لكرة الطائرة من (6) لاعبين من بين (11) لاعب. [الاختيار دون 
أرجاع وعدم مراعاة الترتيب] 
كم طريقة يمكن أختيار لجنة مؤلفة من خمسة أشخاص على شرط ان تحتوي على (3) طلاب و 
(2) طالبة من بين (7) طلاب و (6) طالبات 
أستبعاد أحد الطلاب من اللجنة 
احدى الطالبات لا يحق لها المشاركة في اللجنة. 
جد قيمة (0) اذا كان 
(",) - )2 © 10- ل" 9© 72 -",5 © 
[#كم عدد رمزه مكون من ثلاثة مراتب واصغر من 600 يمكن تكوينه من الارقام 
(9 ,6,2,7 ., 3 , 5) 








|[!#يسمح بتكرار الرقم في العدد نفسه. 
لا يسمح بتكرار الرقم في العدد نفسه. 


اذا كان( 9 , 8 , 7 , 6 , 5 , 4 , 2,3 , 41 - « فكم عدد رمزه مكون من (5) أرقام 
مختلفة يمكن تكوينه من عناصر «؟ 
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| 
| ' 
8 ل" 


الاحتمال إ]1ااطجحطمعم 


نبذة تأريخية :- 


في منتصف القرن السابع عشر ومن خلال الابحاث التي قام بها كل من باسكال (70356©621 ) 
وفيرمات (56/024 ) عند دراستهم لأرقام معينة في عالم المراهنة نشأت ((نظرية الاحتمالات )) 
واصبحت الأن تكتسب اهمية كبيرة في مجالات متعددة مثل الارصاد الجوية . العلوم الهندسية . التأمين 
٠‏ الطب الحيوي حيث نظرية الوراثة تعتبر افضل تطبيق لنظرية الاحتمالات في هذا المجال والتي جاءت 
عن طريق ( العالم مندل ) . 

بعض المفاهيم الاساسية : 
| 1[ - التجرية (2«*2611108111] + هو القيام بفعل معين ثم ملاحظة جميع ما ينتج عن هذا الفعل . 
2|020 - التجربة العشوائية (6/1081ق]»كظ /831005)] : وهي التجربة التي تحقق الشرطين التالين:- | 
أ. يمكن لنا ان نصف جميع نواتج التجربة قبل وقوعها ظ 
ب. لا يمكن تحديد اي من النواتج » يمكن ان يتحقق فعلاً في حالة حدوث التجربة ,. 
د ٠‏ د 
ا < 
رمي حجر النرد )1٠016©(‏ مرة واحدة وملاحظة الوجه الظاهري ء نعلم مسبقا ان الوجه الظاهري في 
الرمية سيكون احد الارقام 1,2,3,4,5,6 اي يمكن تحديد جميع النتائج الممكنة لكن من غير الممكن 
تحديد النتيجة بعينها لذا سميت هذه التجربة بالتجربة العشوائية 








فضاء العينة 2©6©5م5 ©1ام53002 ' 
فضاء العينة في تجربة عشوائية هو جميع النتائج الممكنة لهذه التجربة ويرمز له 5 


يرمز الى عدد عناصر الفضاء بالرمز ١‏ 5 ) ] 
ففي المثال الاول السابق 


فضاء العينة (1.2.3.:4:.5:6) - 5 
عدد عناصر الفضاء 6 -(5) 0 


202 













لتكن 8 , 8 , © أحداث من فضاء العينة 5 يقال لهذه الاحداث شاملة اذا حققت الشروط التالية: 







اتحاد الاحداث - 5 فضاء العينة 
© تقاطعها مثنى مثنى ( كل اثنين منهما) - © 
(آ كل مجموعة منها ليست خالية 


< مانا 
ليكن (41,2,3.4,5.6- 5 ناخذ بعض الاحداث من 
(8-4)4.1 حدث مركب (21علاع [201001010)) 
لان عدد عناصره اكبر من ( 1 ) 

(43-,8 حدث بسيط (أمعناع عاموأك ) 






لان عدد عناصره -1 

(6)-,8 بسيط 

(8-21,2,3.4.5 مركب 

.8 - عدد يقبل القسمة على 2,5 في نفس الوقت > 2 -,./ 

.8 - حدث مستحيل (أمعلاع عاطأءى5مم 0م 1) 

(5,2)-,8 0 مركب 

(8-6,5,3.2 0 مركب 

(1,3,4,2:5:6)-.8 حدث مؤكد ()0علاا انا 5) لان 5 - ,م 
نلاحظ 8,8 احداث شاملة من 5 
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2 5 - 8 معناه م حدث من 5 

2 5 تسمى بالحدث المستحيل (الحدث الذي لا يمكن وقوعه ) 

© 5 فضاء العينة - الحدث المؤكد (( يقع دائماً )) 

2١- 5-8 0[(‏ يسمى الحدث المكمل للحدث 8 ( او عدم وقوع الحدث 8 ) 
أناع باع أرع ناعم للزهي) - عم 

[ هادا 8 يعني حدث وقوع الحدث 8 أو 8 اي حدث وقوع احد الحدثين على الاقل . 

6 ممع يعني حدث وقوع الحدث 8 و 8 اي حدث وقوع الحدثين معأ 

( 8 - م يعني حدث وقوع الحدث 8 يستلزم وقوع الحدث 8 

0 م - ظمم اج ق42ى 5 حدنيين متنافيين 5ادمع/اع ع/اأىلااءع»اع /إاالجب انالا 

| 9 الحدث الذي يتكون من عنصر واحد يسمى حدث بسيط. 

| !© الحدث الذي يتكون من عنصرين او اكثر يسمى حدث مركب. 






























اذا كانت تجربة مركبة من تجربتين متتاليتين وكان فضاء العينة الاولى ,5 والثانية ,5 فأن 


([[) فضاء العينة للتجربة المركبة - ,5,*5 (حاصل ضرب ديكارتي ) 


[6 (5)هدزرع)ه * (رة)5 (( مبدأ العد)) 


ردق 








التجربة : القاء حجر نرد ثم قطعة نقود ثم حجر نرد مرة اخرى التجربة هنا مركبة من التجارب 


الثلاث الاتية : 
الحل: 
([3,4,5:6 - .588 حجر النرد الاول 
(41,71 - ,5 حيث الصورة - !! (11680) . الكتابة - 7 (1811) 
(41,2,3,4,5:6 - ,5 حجر النرد الثاني 
فأن ,5 * ,8“ 5 - 5 (يمثل فضاء العينة للتجربة المركبة) 
.. عدد عناصر فضاء العينة للتجربة المركبة ( ,2)5“ (ر12)5<ا ( 2)5 - (0)5] 
02 - 6« 2 »6 - (58ا)م ثلاثي مرتب 
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[ا#ارمينا حجرين من احجار النرد جد 

اعد عناصر فضاء العينة (0)5 

| اكتب فضاء العينة 5 . 

اكتب الحدث الذي قيمة مجموع العددين على وجهي الحجرين اكبر او يساوي 9 . 

([! اكتب الحدث الذي قيمة مجموع العددين على وجهي الحجرين يقبل القسمة على 6 بدون باق. أ 

[© اكتب الحدث الذي قيمة العدد الذي على وجه احد الاحجار ضعف العدد الذي على وجه الحجر 
الاخر . 

من رمي حجر نرد مرة واحدة اكتب الاحداث الاتية ثم بين اي الحدثين منهما متنافيين 

إ[#الحدث ظهور عدد اولي 

الحدث ظهور عدد زوجي 

9 الحدث ظهور عدد فردي 

ظ ا( رميت ثلاث قطع نقود مرة واحدة 

ظ ##صف فضاء العينة 

[ جد الحدث وجه واحد على الاقل صورة (!!) ظ 

##اظهور على الاكثر كتابة (5) 














تعريفب : 










/ ا 
و( ليكق 0 حدث ان 5 حيث 5 5 فضاء ذي , احتمالات متساوية فضاء , منتظم 5 9000 رهة من ' 


ا غي_ين صني - وحور 0-1 إلى رم كم رسيم لتق رساي > 52-7 -_ سي در حححن 1 





[8-5] نسبة الاحتمال 121610 بل6أازط2طممم 
الاحتمال - م 

نسبة احتمال حدوث الحدث 8 - عدد عناصرث / عدد عناصر الفضاء 
(5) ه/ زظاه - رهام 














11 -23 1 قوانين الاحتمالات : 
ليكن كل من 8.8 حدثين من 5 
1 >( 68م > 0 حيث 
0 - (م/م اذا كان 8 حدثاً مستحبلا 
1 - (ث)2 اذا كان 8 حدثاً مؤكدا 










اي ان نسبة احتمال اي حدث تنتمي للفترة المغلقة [ 0,1] 
(8) ا (ه)ط - (2)868 حدثان مستقلان ( احتمال حدوث اي منهما لا يشترط حدوث ١‏ 
الاخر ) 

(8مملم -(8 )م زم)م ‏ <(8 را م)م 

اذا كان 2 - 85 05 ك يكون : 

(8)ه + زمزم - رز قرام)م 

1/7 -(عم/)م+ (م)م 

اي: (68)ط - 1 - رزعم/م 


ظ 

















ودود 57-7 0 الى 21 سحب منها قرص واحد جد نسبة احتمال ان هذا القرص يحمل 
عدد زوجياأ او عدد يقبل القسمة على (3) بدون باق. 
الحل : 
(21 ,1011.12.13.14.15:16:1718.,19,20 ) - 5 
ويمكن عدها ‏ 12 - 10+1- 21 - (0)5 | 
ليكن 8 حدث يحمل عدداً زوجياً ‏ > 6 - (0)8 
2 ح- (5)/ (ذام - رذام 
ليكن 8 حدث للعدد يقبل القسمة على 3 بدون باق. 
(12,15.,18.21) - 85 
2 / 4 - (5) 5/ رظام - رظ)ظ | 
ح - رقمم)ه جح ( 12,18 ) - ظمم | 
رظمقم)ع"ط - زظاط+ رقام - ر8 رااقمام 
3 - 8/12 - 2/12 -4/12+ 6/12 - 





© 


شركة افرادها هم 60 رجلاً و 20 امرأة » من الرجال 35 رجل متزوج ومن النسوة 12 متزوجة 

من هذه الشركة اختبر شخص واحد عشوائياً جد احتمال ان يكون : 

هذا الشخص رجل 

هذا الشخص امرأة غير متزوجة 

الحل : 

ا( نيكن 2الحدث ((الشخص رجل )) 
0 - 20 + 60 - (5)م 
4 - 80 / 60 - زم)م 

ليكن 8 الحدث (( الشخص امرأة غير متزوجة )) 
0 - 80 / 8 - ز8ام 















القينا حجري نرد متمايزين مرة واحدة جد احتمال ان يكون مجموع العددين على الوجهين 
الظاهرين يساوي 10 او مجموع العددين على الوجهين الظاهرين 9 
الحل : 
6 - 6 ”6 - (0)5ا 
ليكن 8 - الحدث : مجموع العددين على الوجهين الظاهرين - 10 
3 - (هام + ((6,4) , (4,6) , (5,5)) - 
6 3 - (2)5/ (ه)م - رمام 
ليكن 8 - الحدث : مجموع العددين على الوجهين الظاهرين - 9 
4 - (8) مج ( (6,3) , (3.,6) , (5.4) , (4,5)) - 
2 - قمص 4/36 - رهم "١‏ 
زظ8اط+ زمقلط - (8 را ماص "١‏ 
ظ 6 - 4/36 + 3/36 - ظ 
. نال 4 
0 حجري متمايزين من احجار النرد مرة واحدة ما احتمال ان يكون العدد علي وجه احد 
الحجرين هو ضعف العدد على الوجه الاخر أو العددين على الوجهين الظاهرين مجموعهما - 6 
الحل : 
لتكن 8 - الحدث: العدد على الوجه الظاهري لأحد الحجرين ضعف العدد على الوجه الاخر 
((2,1) , (1,2) , (4.2) , (2.4) , (6,3) , (3,6)) - 
6 - رهام 
6 6 - (2)5 / (ه)م - (م)م 
ليكن 8 - الحدث : مجموع العددين على الوجهين - 6 
((5.1) . (1.5) . (4.2) , (2:4) , (3.3)) - 8 
6 /5 - (5)ل / زظاص- رق)مكا 
((2 , 4) , (ك , 2)) - 85 ممم 
6 - (85 م مام 


رظ قلط - رطاط+ زماط - ر8 رمام 
1 9 2 5 6 


36 7 36 35672 56 4 





1 











ليكن احتمال نجاح طالب في امتحان الرياضيات هو 90 99 وليكن احتمال نجاح طالب اخر في 
الرياضيات هو 70 9,9 جد نسبة احتمال نجاحهما معأ في أمتحان الرياضيات . 

الخل : 

ليكن (8) نسبة احتمال نجاح طالب الاول في الرياضيات 





0 - (م)ط.:. 
ليكن(8)انسبة احتمال نجاح طالب اخر في الرياضيات 
0 - (8)ط.'. 
من الواضح ان 85 , 8 حدثين مستقلين ( لان نجاح احدهما لا يتأثر بنجاح الاخر ) 
(8)ه <١‏ زمام - (8 م م/م 
اه 3 - 0.70 ا 0.90 - 
درا 
صندوق يحتوي 8 اقراص بيضاء . 4 اقراص حمراء . 3 اقراص خضراء سحبنا (3) اقراص 
مرة واحدة جد نسبة احتمال الاقراص المسحوبة من نفس اللون 









1 
0 

أ 
١‏ ش ١‏ 
ذا 














5 - 4+3+ث8 دم" 
3 -”م 
كارع (3 © 64 5 5 0)- م 
61 - 
+0( 3 55 
ةا 5 ع 
يراد تكوين لجنه من 5 اشخاص من بين 8 طلاب و 6 طالبات 
(إ©) جد نسبة احتمال اللجنة جميعها من الطلاب 
جد نسبة احتمال اللجنة جميعها من الطالبات 
اتحل : 
5 - (5) , 


(إ!# نفرض نسبة احتمال اللجنة جميعها طلاب -( 5)8 


4 - 8«<7»6”5”4/14“13“121110 - 14 0©)/ 5 © - زم)/م 
143 500 


2 نفرض نسبة احتمال اللجنة جميعها طالبات -( 6)8 
سد - 6»5»43*2/14«13*1211*10 - 4ار0/ “0 - ز8)ه 
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3 س5 تمارين (8-3) : كف 7 
ا صندوق يحتوي ثلاث كرات بيضاء مرقمة بالارقام من 1 . 2 ١‏ 3 وكرتين سوداويتين مرقمتين | 
1 . 2 إذا علمت أن الكرات متمائلة بالحجم سحبت كرة واحدة جد احتمال 
أ. الكرة سوداء. (أالكرة بيضاء. 2 # الكرة بيضاء وتحمل رقم فردي 
([ رميت حجرين متمايزين من أحجار النرد: 
ماهو أحتمال العددين الظاهرين مجموعهما 6 
9# ماهو أحتمال الحصول على مجموع 7 او مجموع 11 
ا( صندوقان يحتوي كل منهما على 6 كرات بيضاء و 4 حمراءء جد نسبة احتمال سحب 3 كرات 
بيضاء من الصندوق الاول.» وسحب كرتين بيضاويتين وكرة حمراء من الصندوق الثاني. 
|[ لدينا 5 بطاقات مرقمة من 1 الى 5 سحبت بطاقة واحدة جد نسبة احتمال البطاقة لا تحمل 



















ْ رقم 3. 
ال كيس يحتوي على 20 كرة متجانسة في جميع عناصرها مرقمة من1 ... (20 سحبت كرة 
واحدة. جد: 





(الإ#احتمال العدد الذي تحمله الكرة عددأ اصغر من 9. 

احتمال العدد الذي تحمله الكرة عدداً اكبر من 5. 

الل صندوق يحتوي على 21 قرص مرقم من 1 . .. 21 سحب قرصان جد نسبة احتمال: 
الالقرصان زوجيان. 

الا الاول زوجي والآخر فردي. 

| [© لدينا 50 بطاقة مرقمة من 1 ... 50 جد احتمال العدد على البطاقة المسحوبة: 

اللي يقبل القسمة على 5. 

ا[ يقبل القسمة على 7. 

يقبل القسمة على 5 أو 7 

لجنة طلابية تتكون من ثلاث اشخاص بين 12 طالب و 4 طالبات. ما احتمال كل 







































ان تكون اللجنة جميعها طلاب. 

([!# ان يكون في اللجنة طالب واحد فقط. 

رميت حجري نرد متمايزان مرة واحدة ما احتمال ان يكون مجموع العددين الظاهرين 9 أو 
يساوي 11 


ظ 












[[ 8-6]مبرهنةنذات الحدين تمعممعط1 اؤوأتارهمز8 


ميرهنة ذات الحدين : هي قانون لايجاد ما يساوي أي مقدار ذي حدين مثل ( 3+5) إذا رفع 
الى أي اس بدون إجراء عملية الضرب إذا كان الاس عدداً صحيحاً موجباً. 
اذا كان 3,5 عددين حقيقيين و7 عدداً صحيحاً موجبآ 


ب 


"ط " » + .... + 5ط 2 "3 "رن + ط 1ق " + "3 "تن - "رز طعخ ) 
"روا " با موب تم تج "ير + 16 "جح "5ن -"3 "تن - "رط-ق) 

نلاحظ ان حدود هذا ل و ماه مرحية على اسقاف ويكون الحد الاخير موجباً إذا كانت | 

0 زوجية وسالبة إذا كانت ١‏ فردية . 





1(/ عد حدود المفكوك 0+1 
2 أس الحد الاول واس الحد الاخير. - ١‏ 
؛ 3) مجموع أسس الرموز المكونة للحد - 0 
' 4) أس الحد الاول يبدأ بالتناقص من « الى 0 
٠‏ إس الحد الثاني يتزايد من 0 الى ! 
"| ! 5) اذا كان 1 عدد زوجي فان عدد حدود المفكوك 
يكون فردي ورتبة الحد الاوسط 1 + 
2 
! 6) اذا كان 7 عدد فردي فان عدد حدود المفكوك 
يكون زوجي لذا فان رتبة الحدين الاوسطين 
6+3 0+1 5 1 +م 


9 أو 1 لل مسمس 
د50 2 2 





ا 





اوجد مفكوك 5(ط+2) 
7 )+4 3 5 + 223 )+ 2 33 - + ط 324 "م + 35 - -ت”زط+ق) 


”تط+ 64‏ 5 + ذط2ج 10+ * 33 10 + ١‏ 34 5 + 5ج - 


ا [101) 


100(7) 2+ 100(2) ت,© + 3100© +1 
0 1000+ 000 30 + 300 +1 
121 


)101(3- )1+100( 


اذا كان مفكوك ‏ (3+1) فان 


اوم 1+ اج 





د 5 الخامس في مفكوك 1 ط+ج ) 


5 5 1-م 1+-م 4 - 
الحل : م 8 كان حاص 


5-1 10-5+1 10 00 
م 8 "ان 0 


00110117 
4*3 «2*1 


210 35 4 


برهن إن مفكوك "!( ©“/2+2 ) يحتوي على الحد الذي فيه 5!كا ثم جد معامله 

الحل : 1-امم 1+ تاج ٍ_ك6 - م 
»/2) 1 2 0 - م 
ك3 *«) 7 2*) 27015 

(33 م« يو« 

2-]ج 10 - (5 ج 25-50 - 15 ج 0 5 25ي - 
2 ). 6 00 ته 2 
“» 20 - («ر2) (10)08 رم 

0 معامل 


اثبت انه لا يوجد حد خال من () في مفكوك "!( 4/2 - »5 ) 
الحل : 1 ام مع ص 
(قير4-) .ادف زهرع) 0 فلج - 
م اروم - 


- 022-37 


2 © جه 22/3 -<ع ج :22-3 - 0 


:. لا بوجد حد خال من *« 





< :48 
هه 


اوجد الحدين الاوسطين في مفكوك 2/3*(7 - 3/2 ) 


الحل : رتبتا الحدين الاوسطين هما : 


الحدان الاوسطان هما الرابع والخامس 


نمم اداج 8 الك 


ّ - 1 


#(«2/3-) *“(3«/2) 6تم -ام 


4 3 


76*25 /81«“!/ -8 ١ 105 


3”2* 1 16 2 2 





2/3«(4-) 3«/2(5) 7م - ا م 


70 
3 


20/013 
8 


0 
4*3*2* 1 








16 0 
ا 











اذا كانت النسبة بين الحدين الخامس. والعاشر في مفكوك 12(+1) تساوي 8/27 جد قيمة * 
الحل: 1 توم 1+ تيج 6 5 ام 
4 2م ب 
1 “ان 0 
9 2ح 9 2ح - 
* 06© << يتنج 3 


7 8 - فير إ2لى/ فير اجاج 


12*11 9 3*2“ 1 


26 سس‎ (٠-3 


27 “ا 121110 2*1 3< 4 


- - “ا جح 9227/48 - كير جد 8/27 - كير9/4 


213 1 7 


اختصر المقدار 4 “ط-2 ) +4( *+2 ) الى ابسط صورة ثم جد القيمة للمقدار 


“( 2-13 ) +4( 13+ 2) 
لحل : 


ضعف الحدود الفردية -2-7“(4) + 4(+2 ) 


في مفكوك 4(+2 ) 
[ ص+ صط+ ص] 2 > 
[24+64,)2(*)(2+4] 2 > 
[4»+2*«ا16+24] 2 - 
لضع 3 ]ا -» 
4 - 97 2 - [2]16+243+9 - 











ضعف الحدود الزوجية - ”( 


في مفكوك ؟( 





لخي ] 2ه - 
[ 1/«»(3) 8 + 0)1/3 +(/4)1* ] 2 - 
[7*/ 1+ «/10+ة*5] 2 - 
نضع ‏ 2 - ل« 
[(1/32)+(10/2)+5»20] 2 - “طمن "ركهم - 
كلمو - (1/16)+80+10 - [(1/32)+40+5] 2 - 








جد مفكوك كل مما يأتي : 





© أوجد الحد الثامن في مفكوك 





© أوجد الحدالاوسط في مفكوك 


ال » 1 3 أوجد الحدين الاوسطين “((2/3)+»3) 
, 1 انك اذا كانت نسبة الحد الثامن الى الحد الثالث في مفكوك *2(19+<3) تساوي 1/12 جد 


قيمة (*) 





#/ 
| © أوجد الحد الخالي من ا في مفكوك 








في مفكوك ”((3/2)+5<) إذا كان معامل ا يساوي 50 .فإذا كان 1-< جد قيمة 3 
( فيما يأتي اربع اجابات واحدة منها صحيحة حدد الاجابة الصحيحة 








الحد الثالث في مفكوك 2(6+< ) 
0014 .4 4< 40 .3 14 ]1 .2 “60 .1 


اذا كان الحدان الاوسطان في مفكوك 5+41/(7 ) متساويان فأن 
لا - << .4 4 - << .3 ل«ار(ذ/4) -<«ا .2 لا(2/5)-ا .1 


5 











| اهنا الفصل التاسع 6 
9 م,ع1م13آ0) 


المصفوفات 21110©5آل/! 
-9]تعريف المصفوفة . 

21- 9 ] تعريف . 

. ] تعريف [ تساوي مصفوفتين‎ ] 9-٠ 
. بعض المصفوفات الشهيرة‎ ] 9-٠ 
. جمع المصفوفات وضربها بعدد حقيقي‎ ] 9-٠ 
. ] تعريف [ ضرب مصفوفة في عدد حقيقي‎ ] 9-5-1 
. نظير المصفوفة بالنسبة لعملية الجمع‎ ] 9 -6[ « 

. النظير الضربي للمصفوفة‎ ]9 -٠ 

. ]تعريف‎ 9 -8[٠ 





. تعريف‎ ]9 -9[ ٠ 

- 9] حل معادلات الدرجة الأولى في مجهولين باستخدام المصفوفات . 

- 9] محددات الرتبة الثانية باستخدامها في حل معادلات المجهولين . 

-11- 9] استخدام المحددات في حل ثلاث معادلات من الدرجة الأولى في ثلاث متغيرات . 























© -الفصل التاسيع © 


015 ا 
الفصل العاشر 0 
المحنذات 111111215ع]06] 
اوالا : المصفوفات 5ع»3]212ال/! 
مقدمة : 
ٌْ التعريف العام للمصفوفة : المصفوفات جمع كلمة مصفوفة وهي مفهوم رياضي يودي دورا 
١١‏ هاما في معظم فروع المعرفة , وقد لوحظت المصفوفات لأول مرة واستعملت من قبل العالم كيلي 
|(1895 -1821) وتستعمل المصفوفات في الوقت الحاضر من قبل المختصين في علم الاقتصاد 
|وعلم الاجتماع وعلم النفس . هذا فضلاً عن الدور الكبير الذي تلعبه في الرياضيات وخاصة فيما 
يسمى بالجبر الخطي ولها تطبيقات اخرى لاغنى عنها في الفيزياء والكيمياء وسائرالعلوم التطبيقية . 
ظ لنفرض أن اربعة طلاب 2 ,© ,8 ,لا كانت درجاتهم في إختبار مادة الرياضيات هي على 
الترتيب(51: 73 : للقلء إال وفي الفيزياء 87 : 58 : ك8 ؛: 75 على الترتيب . 
فيمكن تنظيم هذه المعلومات في جدول مستطيل يتكون من صفين وأربعة أعمدة كالاتي : 



















إن الصف الاول في هذا المستطيل يعبر عن درجات الطلاب في الرياضيات والصف الثاني 
يعبر عن درجات الطلاب في الفيزياء كما أن العمود الاول يعبر عن درجات الطالب في المادتين 
معأ والعمود الثاني يعبر عن درجات الطالب في المادتين معأ وهكذا الطالبين 
ويمكن كتابة الجدول السابق على الصورة : 


00 73 82 94و ظ 00 73 82 94 
7 68 84 75 و 7 68 84 75 
شكل (2- 9 ) شكل (1- 9 ) 


وسدختار في هذا الكتاب الشكل )1( 


ل 


ل/انل2 








.. مثل هذا الجدول (الترتيب) اي الشكل رقم (9-1 ) يسمى مصفوفة (13111آلا). 


نأخذ المثال التالي : جدول الضرب: 
6 5 4 3 
1١12‏ 10 م 6 
18 15 12 9 
4ش 20 16 12 


إن هذا الجدول له اربعة صفوف وستة اعمدة وكل عنصر (عدد) في هذا الجدول يتحدد 
(يتعين ) موقعه بالصف والعمود . فمثلا (15) يقع في الصف الثالث والعمود الخامس ,٠‏ بينما (16) 
يقع في الصف الرابع والعمود الرابع . 





تعريف (1 - "ا : 


١ت‏ عبن 


اع 0 قار قن قم ادع 1 1 عنصرأ (]160610])مرتبة في جدول ') ' 
| مستطيل مكون من 1 صفاً . 0 عموداً . “1 © 8 ,8 ١‏ 


تعريف) 2 9 1 
| نقول عن المصفوفة انها من النوع 800 وتقرأ ١‏ في ١‏ اذا كانت تحتوي صفوقا 2 2 
(5/ا1901) عددها 15 وأعمدة 60110111115 عددها 7 كما نقول أحياناً واختصاراً إنها 
0 مصفوفة معام . “لم © اراك ا 1[ [ز[ز[ |[ 0 ١‏ 
أ سترمز للمصفوفة بحرف مثل : 52006 © لقره ا 


خشية الالتباس بين المصفوفة وعناصرها كما يجب الانتباه أن عناصر أي مصفوفة في هذا 
الكتاب تنتمي الى حقل الاعداد الحقيقية © . 
ظ 





2218 سه 


4051 


إن كلا من التنظيمات العددية الاتية هي عبارة عن مصفوفات : 





8 لاحظ ١١‏ فوفة 8 هي عبارة عن ستة عناصر مرتبة في صفين وثلاثة اعمدة. ان عناصر 


الصف الاول هي 3. 2. 1 وعناصر الصف الثاني هي 7, 0, 1- وعناصر العمود الثالث 
هي 7, 3 . 

وحسب تعريف (1- 9 ) نقول أن 8 مصفوفة من النوع 3 < 2 حيث 2 - 120 , 
8-3 وإن 5 مصفوفة من النوع 2 >< 3 حيث ١250-3‏ 0-2 

وان ) مصفوفة من النوع 2 ا 2 حيث 15-2 , 0-2 

اما عا مصفوفة من النوع 4 2< 3 

وبصفة عامة اذا كانت 8 مصفوفة من النوع 131 فاننا نكتب 8 على الصورة : 


3 | 1 
5 23 0 
لد س2 - | 20 022 21 
' - : : - لثم 
آ . ١‏ 
0 لي ا 0 كار 1 : 
الل روم جم 


د 
- محم 1 219 


0 5 سي تلاس اوسا تح سي 0 


إن :3 يمثل عنصراً إختيارياً (عامأً) في 8 حيث يرمز 1 الى ترتيب الصف الذي يقع فيه العنصر بينما 
يرمز [ الى ترتيب العمود الذي يقع فيه هذا العنصر وبذلك بتعيين العنصر ,3 


الحل:؟ 
بما ان المصفوفة من النوع 23 فان : 
أ بينما ‏ 2,3 ,1 - [ وبالتالي فان :3 له ست قيم هي : 


بف 


3 (يمثل العنصر في الصف الاول والعمود الاول / > 1 
به ( يمثل العنصر في الصف الاول والعمود الثاني) - 1- 


وبالمتال 3-2 4- م8 , 1>رية و 

















مجاه #تيية * بيه 


| نقول | أن المصفوفتين 8. .8 متساويتان ونكتب 8-8 اذا تحقق الشرطان الاتيان معا 


عدد اعمدة 8 . 


/2 اك ا ا تيجضيياة عددان طبيعيان موجبان 


جه 


- 8 اذا علمت ان 





6 1- 2 
ع 8 - لثم 
4- 0 3- 
الكل : 
من تعريف تساوي مصفوفتين نجد ان : 
4-درة ‏ .,ل00)>-ررة ىو 3-- 2 0 ظث 6- 3 . 1-- 3 .3-2 


[ 4 - 9 ] بعض المصفذفوفات الشهيرة 

|((#اتمصفوفة المستطيلة *1311[1/! :66130901013 : هي مصفوفة من نوع 11210 حيث 0 2د 1 
وعندما 17-1 تسمى (مصفوفة الصف <34:1الاا بلاه*! ) من النوع <١‏ 1 
وعندما 1 - تسمى (مصفوفة العمود <أ311الا! 0107ا01 ) من النوع 1 ” ا 

([# المصفوفة المربعة(*1أ1365/! ©501031) : وهي مصفوفة من النوع 5 8 اي ان عدد 
صفوفها - عدد اعمدتها. 

المصفوفة القطرية (1/13471 2139001731) : وهي مصفوفة مربعة جميع غناصرها أصفار 
ما عدا العناصر الواقعة على القطرالاساس فيكون احدها على الاقل مغايراً للصفر . 

د؛ مصفوفة الوحدة (1/1314117 115اللا) : وهي مصفوفة قطرية يكون فيها كل من العناصر الواقعة 
على القطرالاساس مساوياً الواحد . 


د اليله2 


: 


المصفوفة الصفرية (*13111! 2©610) : وهي مصفوفة 101 وجميع عناصرها اصفار 
وسنرمز لها بالرمز(0) 





5 1- 3 
د. المصفوفة | 0 2 6 | مصفوفة مربعة 33 قطرها الاساس 6, 2, 3 
6 3 1 


0 
ه. المصفوفة 6001  -1‏ 0 مصفوفة قطرية 3723 عناصر قطرها 2, 1- . 1 
0 0 
0 0 1 
0" 1 5000 
و. كل من المصفوفات :1 1] , و ]01 1 0 هي مصفوقة وحده 
١‏ 1 0 0 


انرس 


هي مصفوفة صفرية لاحظ أن كل واحدة تختلف عن الاخرى فمثلا : 


0 0 | ع 0 | لان الاولى من النوع 21 بينما الثانية من النوع 12 


0 
2*1 


[5- 9 ] جمع المصفوفات وضربها في عدد حقيقي: 
كت :(4- 19 


0 3 م - 8 مصتركي” كل فنها 0 نم7 


حيث ‏ ط+ 3- ح 
9 آل ل ل 


> د ور يلار ب بنا تي يلقي اسار استبر ا لوحتس حار ري عابي بااتسسابييي اسار 0 مرك 2 ل وصصم 


ان هذا التعريف يعني أننا نستطيع جمع أي مصفوفتين 8 ,8 إذا وفقط إذا كانتا من النوع 1 7 
نفسه وحينئذ يمكننا ان نكتب مجموعها بالصورة : 

| ,تا+ ,3]- 8 + أي اننا نحصل على مصفوفة جديدة من النوع نفسه كل عنصر فيها يمثل 
مجموع العنصرين المتناظرين بالوضع في 5 ,م 


2 





اذا كانت 4 3 2 3 0- 1 
-8 ' م 
3 5- 1 6- 5 
فأوجد  :‏ 8+ثم ب مهبم ب هلم 
7 1 3 4 3 2 3 12-2 
3 7 - 8+م 
8 3 - 0) 7 3 5- 1 2-6 5 
7 1 3 3 2 1 4 3 2 
1 5 - مدع 
8 3 0 1 6م 5 7 3 5- 
+8 ح-ح لدم 


الي" 
و2 


إك - 2 
2- 10 


لاحظ ان 8ل تمثل ضرب كل من عتصر في كد بالعدد [ل) - 


تعريف : (9-5 ) 
ارين ”7 ا يي ابيب ينه ينه ابي وبين بين بين ليوو يي م و ا كا ل كك لا ا سبي ابي ” 


1 اذا كانت [,3] -م 0 0 > ا وكانت 8 21142 كلكيل طدرة لمعيف 11 ا 
/ .8 بالعدد الحقيقي 14 لوده 8 - م) حيث 6 - © تبش كيم زا السمكدة | 


نم :أيه ] حا - مركا 


١‏ ا59ظ لل الم 10 ك2 


ون ا 





01 
4و 2 1-م 2 فجد المصفوفة 8.»ا عندما تكون : 
1- 0 
1 
هن هل . ©-- >2 
2 
© |2 جم 1[ 3- 
4)| - |44ىج ]| 2 -م2-مم 
 -[1 0 -2‏ 0 
1 0.3 - 
1 1 
© . 1 - 4 2 م - م 2 - لثم.ءا 
| 50 )0( 1 0 
2 


[ 6- 9 ] نظير المصفوفة بالنسبة لعملية الجمع : 


تعريف : (/6- 9 


العبب يجي اين ب ساس يواش ييه اقبي يمسلبي بيبالاضيي بوسر اسن ييا 


اذا كانت 6,8 مصفوفتين من النوع ما مم فان : 
1 6-1 5-55 


فجد كلمن 8-8 , 8 - 8 وتحقق أنهما غير متساويتيين : 
الكل : 
15 -)جم - 5-م 










خواص جمع المصفوفات : 
اذا كانت 11 مجموعة المصفوفات من النوع 2 77 فان النظام (+ , !1) حيث (+) عملية 
ظ جمع المصفوفات يتمتع بالخواص الاتية : 

| ([#العملية (+) ثنائية على 4! : لانه للا 85 ,م 7 

فان 8 5 + م 





© # © © ل ف 2 © 6 ف فك ف ف ف © © 6 ف فك ف ف ف ا © 6 ف فك ف 5 ف ف 6 © © © ن © © #ن كن 6 إن © ن © # #ن ف © © © نن © # © فك # 6ن 6 ذ ف ذض "6 بز فش ف ان ذف ان "ناض 





| ##الكل مصفوفة 8 تنتمي الى 1! يوجد مصفوفة بر ح م([1-)-م 
ظ بحيث 0 - 8 + م 


ملاحظة: إن تحقيق الخواص السابقة يمكن إيجازها في قولنا | أن النظام (+.11) زمرة بدالية | 


رم الك 









خواص صرب عدد حقيقي بمصفوفة : 
اذا كانت 8 , 8 مصفوفتين من النوع 2 27 وكان ‏ 1 > ,كا فان : 








8 6 +ك .> - ر8 + ىم) عارليي 
ه . 1 +ث .»ا - ك . راج يي 

ه ( .»ا ) - زه. )١‏ .© 
0-ه عه 60-كاه 0-م.ي عار» | 
8 -م + 0 + كاحيث 8. »ا -هى . »ا © 


م - م . 1(لع 















|<ث2©» 


اذا كانت 4( © © , 8 ,لم 
أ حيث !! مجموعة المصفوفات من النوع 07 20 فجد © التي هي حل المعادلة 





م - 8 دان 
الحل : 
باضافة المصفوفة 8 - الى الطرفين : 
( 8-)جظمدر8-) + 8 دن 
خاصية التجميع في المصفوفات ‏ 8- 8م - (85-8) + ) 
خاصية العنصرين المتناظرين ‏ 8 قم -0 +0 جه 
خاصية العنصر المحايد . 8م -0 جه 






إن 8- هي النظير الجمعي للمصفوفة 5 وج لقيو رهد م الاوقط-"الميطاين 0 وحيد 
وبالتالي يكون 8-8 - © حلاً وحيدا للمعادلة . 





56 
3 


فجد حل المعادلة 8 - 8 + © وتحقق من صحة الناتج . 


1] 1]| |0 1- 1 2 0 1 1 2 
5 10 ]|2 ه ]| |اأة 5 ] ]اه و| |ة 5 


النعقيق : نحقق قيمة © في المعادلة : 





لدي ' تمارين (1- 9) 


جد قيم ,2 ,لا., ” اذا كان : 


21 - 6 


اجر العمليات الاتية ان امكن . مع ذكر السبب في حالة تعذر اجراء العملية : 


اق 00م 2 3 





9- 
[ |- لثم فجد المصفوفة 8.»ا عندما تكون : 
0 


. © 6< .© 1--م ‏ © 2م 


ل[ اذا كانت | 1 5] حم ٌ |5 0/ -8 1 0 | -© فعبر عن كل مما يأتي 
ظ ف فة 


رعجمق دم 9 ن) + 8 + م2 


[) باستعمال المصفوفات © , 8 , 8 الواردة في التمرين (4) حل كلا من المعادلات المصفوفية 
الاتية : 


2 0 + 8 ح- غ8 + لم 


© 8-رع-< ) 2 - © -8) 2 
© 28 +<3 - »جم لك 





ضرب المصفوفات 5ع131112/ 01 162311012ام اناالا : 
سنوضح ضرب المصفوفات من خلال الامثلة الاتية: 


اذا كانت : 


فان حاصل ضرب 85 830 يعرف كما يلي : 


نا 3 59 5 1 10-)ة +4 “5+2 » 1]- 





فان 6 < للم يعرف كما يلي: 


2 1 ١ط‏ 0+3 ><(1-) +(1-) >« 1 
- - 8 كر م 
5 1 ا 1 +0 ا 0+(1-) >7 2 


١ 







فان 5 ا 8 يعرف كما يلي: 











2 ا‎ 1+ 0 <5 + 1)-1(  23+01+0 
1 11+)-1(<5+3 )-1( 1<23+)-1(<1-0 


شروظ ضري 5 كمه : ظ 
527 ذه صفرق هم 
. اذا كانت 8 من النوع 21؛ » وكانت 5 من النوع 13ا ا فان حاصل الضرب 228./ 

تكون مصفوفة من النوع 1117 ظ 
ج. اذا كانت 8,58 مصفوفتين مربعتين 107617 فان كلا من 85 , 58 مصفوفة مربعة 00 >0 ١‏ 
وبصفة خاصة اذا كانت 8-8 فسنكتب 88 بالصورة 82 اي ان 88 -82 
9ه 


اذا كانت 0 1 3- 2 





فجد ان امكن : 


8 )ام 0ه ا 5 © تم 520 


الل +: بيماان عدد اعمدة 8- عدد صفوف 8 فان 8025 يمكن ايجادها : 


2 
- 8 6زم 
4 0 


الم 
4 
ات 
|| 
م 
حل 
م 
م 
- 


لايمكن ايجاد 8 8٠6‏ لان اعمدة 8 + صفوف لم 


© لا يمكن ايجادها لان اعمدة 8 + صفوف 8 


< مثل 03 
: ع ا 


اذا كانت 





10 3 
0 4 
35 4 0 
من الواضح ان 8 (١‏ 58 ع 5 2م لم 
0 1 5 12 
فائبت ان 1728 - 1 »80 وماذا تستنتج من ذلك ؟ 
الكل : 
55 2 3 _ 0 
_ 3 


كذلك 8 -<لم <١‏ 1 


امم 





- لثم يعر 8 
23 
11 
-لثم 
ا 
12 _ 
وو ررك 


نستنتج اا - 1 
تحط إن 1 0 


مصفوفة محايدة بالنسبة لعملية ضرب المصفوفة المربعة من النوع 22 


© 


اذا علمت ان 





2- 3 > (1-) +(2-) »حا 1+0 ىم 1 
13 ٍ- 3 > 3 +(2-)(2-) +1 جا 0 
0 3 > 0 + (ل2-) << 1 + 1 > 2 





ظ اذا علمت ان 8 مصفوفة من النوع 273 2» 8 مصفوفة من النوع 32 فجد نوع كل من 
| المصفوفات الاتية : 


8# عام 891 ما 8 7# ما رق عا م) 1 ما رما م 


| الحل : 

0-3 الى الى 
1 م مصفوفةه 23 ٠2‏ جه مصفقوفة 32 > 58 ىع م مصفوفة 272 
ب 8 مصفوفة 32 ع مم | مصفوفة 23 > م عا 8 مصفوفة 3*3 
١‏ 0 5 0 

3 (28< ه) مصفوفة 22 »ع لم مصفوفة 2*3 >.م زا زم ا 8) مصفوفة 23 
© زم <١‏ 8) مصفوفة 33 .ع 8 مصفوفة 2 >8 ا زم كا 8) مصفوفة 372 
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1 
م فائثبت ان 0 - 1 2+ 38 - 2م 


. 3 1 9 1 
. الطرف الاول - -[2 دمدة - 2م 
1 2 4 0 





اذا كالت :|) 1 ب 0 1 
22 0 8 


فجد 
[80رم © © هم 2# > 5 لقم > 5 
80 > © رواء ا ر5 >  )4‏ 2 ( © <ا 8) »ام 


اذا كانت ©, 8 ,6 كما في التمرين السابق وكانت 1 مصفوفة الوحدة فاثبت ان : 


زم > م)- -8 عا م 09 1- ت -هنم ‏ 19 -ندم 


© > 8) “الهم -0 ا (8 ا لم ) 
لآاذا كانت 8 مصفوفة 2 ا 3 و5 مصفوفة 3 > 3 و© مصفوفة 3 ا 4 
و0 مصفوفة 2 < 3 . فبين نوع كل من المصفوفات الأتية : 


(5 »اد ماهم مام 509 »اه 09م > ع 
(85(0 ا 6) "ا 6 ره >< ر8 ©) 5 >< (ه »اا م) 

















1 


اجر عملية الضرب فيما يأتي » أن امكن واذكر السبب في حالة تعذر اجراء عملية الضرب: 


© ل ||| © 





| 1 
| اذا كانت لأحم 8 6 


بين صحة أو خطأ كل من العبارات الاتية مع ذكر السبب : 





[0© ا مءهق كام - (6+مق) عام 
(00ه > © دم < 8 -م عر زرده ) 

| #تم+هق عام - زم+م »ام 
اه ا عدم > 8 درز8+0) ا م 

| #9( © < 5) »اه - © 2< ره عام ) 








فاثبت ان : 1 - ١8‏ 85 - 5 << لم لاحظ ان 5 7 8 كل منها النظير الضربي للاخر. 


[9-7 ] النظير الضربي للمصفوفة : 1311ل 2 01 5ع”ع/اما 
سنتناول هنا دراسة النظير الضربي للمصفوفة المربعة من النوع 2 ا 2 فقط. 


تعريف :(7- 3 ) 
ا | الضربي للمصفوفة 6 من النوع 22 “لم وجدت مسلفوفة 8 جم |اللوع لقصاد يحي" 1 


احم يوم لد يد 
|| 
ل 


/ يكون : 8-1 ١ا‏ 8-8 2 لم ١‏ 
/ وام ب - ْ اه 
' حيث 1 المصفوفة المحايدة بالنسبة لعملية الضرب (أي مصفوفة الوحدة من النوع 22) 9 
: درول القن الشربي للمسقوكة بك بقرنة 2 إلى ات مم 0 1 


57 
237 - 3 


محدد المصفوفة ‏ <131117/! 01 0©1671111221] 116 


اذا كانت | ط 


فان المقدار ©.2 - ©. 3 يسمى محدد المصفوفة 8 ويرمز بالرمز 
1 وتقرأً دلتا أى أن : 
5 3 


.5 3.0 - - لم 
0 6 


تجدر الاشارة الى انه المقدار ©.2 - 3.0 هو عبارة عن حاصل ضرب العنصرين الواقعين 
: على القطر الاساس ف في المصفوفة 8 مطروحا منه حاصل ضرب العنصرين الواقعين على القطر ) 
0 لكر مكن أل للكطن ا | لا يرمزان للقيم المطلقة . ١‏ 











ماذا تستنتج من الفرعين ج . د . 





ٍ 
0 2 
الل محدد ه: | 6-(6) « 0- 3 * 2 -|ي 7 
الاسم لي م ام 1 
2 محدد 8 سس - 1 ا 0- سيم هم جد -| 0 2 
ظ لكا 1 
3 
0 1 م -شلّ|[م 2 
© 8«ام- - 0 
1 0 0 1 3 6- 


0 م > 8 - 


نستنتج من الفرعين ج , د أن كلاً من 8 , 8 نظير ضربي للأخرى أي أن : 
حسب تعريف (7- 9 ) لم - 8-1 , 8 - احم 


تهريف [الةً- 9ه ) : 
جا : 
5 23 


ا 
١‏ 
اذا كانت |[ى - 8 فان النظير الضربي للمصفوفة 8 يكون موجوداً , 
١ ١ ٍ‏ 
| 
١‏ 
ا 
| 
| 





0 
]| / أ 3 6- 0 
2 - 








1 
2 8ح حر !| 
هر نمم ل 


اذا كانت 0 - لثم وللحصول على 8-3 ( ان كان موجودا ) فيجب 
0 


"اتباع الخطوات الاتية لايجاده ويكون امرأ سهلا : 
قبل كل شيء نجد قيمة 48 ( محدد 8) فاذا كانت 5-0 فان 8 ليس لها نظير ضربي واذا 
! كانت 0 + 8 فان للمصفوفة 8 نظيراً ضربياً يتعين كالاتي : 
أ. تبادل بين وضعي العنصرين الواقعين على القطر الاساس للمصفوفة 8 . 
ب. نغير كل من اشارتي العنصرين الواقعين على القطر الاخر للمصفوفة 2. 
, ج. نضرب المصفوفة الناتجة بعد اجراء عمليتي أ » ب بالعدد فنحصل على !- م 
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1 


2 
0 


0 
2-5 
ا 


ان هذا يعنى انه اذا كانت 8 مصفوفة قطرية عناصرها مغايرة للصفر فان نظيرها مصفوفة 


يت 





ولما كانت 8 7 28 مصفوفة قطرية قطرها مغايراً للصفر فان : 


1 (8 ا لم) 


لاك 


1[- + (8 ا م) (8 > 8) - (8 عا م) 1- (8 > م) 





جك 


أي من المصفوفات الاتية لها نظير ضربي ثم أوجده : 








5 0 2 5 1-3 1 1 20 12 
4 3 ب 3 3- ب 1 1 ا 5 3 
الحل:.أ. لهذه المصفوفة نظير ضربي : 
55 0 2 
(إ# .:. لهذه المصفوفة نظير ضربي هو : 0 ع #8 - 4 2 - لم 
0 : 
3 | : اللضدا” 
1 7- 2 3-| 8 
4 : 
' 5 5- 
0->(3-)2 5 -232 5ب ب - للم 
ا (3-) 05-3 








. ليس لهذه المصفوفة نظير ضربي . 


0 0 - 3< 20- 5خ 12 - 


". ليس لهذه المصفوفة نظير ضربي . 


095- 


4 


3 : 
0 - 12 ي 3 -2ي 0 - 

















ل 
١‏ 


[9-10 ]حل معادلات الدرجة الاولى في مجهولين باستخدام المصفوفات : 


اذا أعطينا نظام المعادلتين : 


يمكن كتابتها بالصيغة المصفوفية : 


(1] ........ 6 2 8 ير ير 
تسمى 8 مصفوفة المعاملاتء8 مصفوفة المجاهيل ٠»‏ ) مصفوفة الثوابت واذا كانت المحدد 
0 لم أي 0+ »هط - 0 - لك فمن الممكن ايجاد حل (1) كما يلي : 


بضرب طرفي (1) في 7م 6 »اكلم - (8 عام) لم 
خاصية التجميع 0 ١‏ لثم - ظاءغ ره ٠١‏ الم ) 
من تعريف النظير .م 6 > 1-م -8 2 | 

لان ١!‏ عنصر محايد 6 م دم 


من الواضح ان بمقدورنا الان إيجاد المجهولين لا , ا (اللذين يشكلان حل نظام المعادلتين 
الاصليتين ) بدلالة الثوابت العددية »ا !ا , 2 , © , © ,2 





ك0 
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[ - لاك + «2 
2 دآ نزم + *ق3 
الحل : 
نكتب المعادلة المصفوفية 
م) -816 حبث : 
0 ع+ 1- د 3 يم 5 7 لا 2 - لم - محدد م/ 


8 لها نظير ويكون الحل ) << 1م - م 


7 
-3 


1 
-1 




















3# 1 
- لهم فائبت ان الم - م 
1- 0 


بم جد ناتجهما 


© تحقق من أن 


#احل نظام المعادلتين الاتيتين باستخدام المصفوفات ثم حقق النتائج : 


5- - لاك - كاق 
1[ -<<«ا5 - لإاى 


























ثانيا +: المحددات 
[11- 9 ] محددات الرتبة الثانية واستخداماتها في حل معادلات المجهولين 
اذا اعطينا نظام المعادلتين الاتيتين في مجهولين لا , : 

[1) ....... ا > زط + يذه 

([2) ....... عا ع برك+ عي 


فان الاعداد © , »© , ط ,3 تسمى المعاملات , أما العددان »! ,! فيسميان الثوابت تكون : 


5 
8 محدد المعاملات ويرمز لها بالرمز 8 نلاحظ ان معاملات المجهول *7 
م ا 


004 )| محدد المجهول < ونرمز لها بالرمز /١<‏ 


| تكون العمود الاول للمحدد 2/1 نسمي 





ونحصل عليها من 48 وذلك بعد الاستعاضة عن العمود الاول (معاملات<) بالثوابت ! , ا 


: 3] محدد المجهول لا ونر مز له الرمزن لا 8/ وذلك بعد الاستعاضة عن 
1 6 


: كما ؛ 








العمود الثاني (معاملات لا) بالثوابت »1 , 1 والان بفرض ان 0 + 2 فان قيمتي المجهولين 
لا ., ا تحددان بالعلاقتين : 




















لو ظ 
»اط - ا 
0 4 
22 د د 2 ع 
© - 20 5 3 
6 
1 3 
اه - عاة 0 5 0 لدت - 
5 - 30 3 / 
0 6 








حل نظام المعادلتين الاثنتين باستخدام المحددات : 


٠‏ خل نظام المعادلتين. : 0 -ل4 + كا3 , 0-م- لا5 

















نضع المعادلتين بالشكل : 














المحددات من الرتبة الثالثة : 


7- - 15 - 8 - 0 + (0 ؟ا 4 - 5 ا 3)1- ((1-) ؟١ا‏ 4- 5 ١‏ 0) 2 - 


او حل آخر (طريقة كريمر) : 


-)217> 0 ا١‎ 5+3 4 00+01 )-1(( - )0+2 ١ اكه‎ )-1(+3215( 
- 0- )-8+15(<- -7 




















)222)-1(+)-3(22020+4121( -)4 <١ 2 <0 + 2 <0 21 1؟ط(3-)-‎ >)-1(( 
)-4 +4( - )3( 
-3 


[11-1- 9 ] استخدام المحددات في حل ثلاث معادلات من الدرجة الاولى في ثلاث متغيرات 


اذا كان لدينا نظام المعادلات الاتي في ثلاث مجاهيل 2 ,الا .لا 
له - 2ح + لاط +عاج 
0- 2 »© + لاط + ارج 


- لب حك 
ر2-0,»© + لارط + غارة 





لا 
م 


٠‏ جد حل نظام المعادلات الاتي: 


1[ - ح - لاخ +كي 
0 - 2 + ب/يإا2 + 2 
[ - -22 + ينا + كاق 
الحل : 


نجد محدد المعاملات / : 

























جد قيم »ا التى تجعل لنظام المعادلات الاتية حلا : 
(0-ق3ا» 
2-1-0 
الحل: 

يكون لهذا النظام حل عندما تكون محدد معاملاته لا تساوي صفراً عندما 








1 
- جع يا ج 0 ع 6ا2- 1- ج 0( ع 
2 


1 2 
2 1 








1 
لمجاام ١ه‏ ع في 


ا 





خواص المحددات : 


ا( ني اي محدداذا بدلت الصفوف بالاعمدة والاعمدة بالصفوف بنفس ترتيبها فان قيمة المحدد لا تتغير. | 


2 5 1 8 
4 0 7 - |-3 14 
8 14 -3 5 7 9 


( قيمة المحدد لا تتغير عند ايجاد قيمته عن طريق عناصر احد صفوف أو أحد أعمدته : 


64 





لايحاد قيمة المحدد : 




















1- 3 
2- 0 سر 0 4 2- 
54 - 1- 3- 2 - |4 اراح 
1 5 33 5 3- 1 
73ت 1 
قيمة المحدد (عناصر أحد الصفوف). او 
- 3 1- 3 4 ات 
4 - + 5 ب 
5 4 ”3 |ه 01" 3 1 




















قيمة المحدد (عناصر أحد الاعمدة) . 







اذا كانت جميع عناصر اي صف اوعمود في محدد كلها اصفار فان قيمة المحدد تساوي 


0ه 











2 في اي محدد اذا بدلنا موضعي صفين متتالين او عمودين متتاليين فان قيمة المحدد الناتج 
تساوي قيمة المحدد الاصلي مضروباً في (1-) 


»© 1ه هت 0 











اذا تساوت العناصر المناظرة في اي صفين (أو عمودين ) في محدد فان قيمة المحدد تساوي 
صفرا . 

5 

| 

1 3 

لان عناصر الصف الاول - عناصر الصف الثالث 


اذا وجد عامل مشترك في جميع عناصر اي صف (أو أي عمود) في محدد فان هذا العامل يمكن 
اخذه خارج المحدد. 


05-1 
ظ 


12 7 483 | 








ل 
|| 
-١‏ 
ل 
0260 
|| 


21 6 


١ 
م‎ 
اع‎ 

١ 
مز‎ 
6 
حل‎ 

١ 
- 
كت‎ 
حل‎ 
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#الاتتغير قيمة المحدد اذا أضيفت عناصر اي صف أو (عمود) مضروبة بعدد ( ا) الى العناصر 


المقابلة لها في صف او عمود آخر . 


بدون فك المحدد أثنبت ان : 


الحل 
نضيف العمود الاول الى الثاني فنحصل على 


1[ 1 +هحع + ط + هج 
1[ 1 +هح +ط + هج 


1[ 1 +هحع +ط + هج 


وبما ان عناصر العمودين الثاني والثالث متساوية فناتج المحدد - 0 


أنبت أن قيمة المحدد - صفر دون استخدام طريقة المحددات . 


ا 


أخراج عامل مشترك [3) من عناصر العمود الثاني خاصية (6] . 





أثبت ان : ( باستخدام خواص المحددات ) 
2 4 - 
 -1‏ 5 
6 1 


4 
12 
([ 7 | عامل مشترك من عناصر العمود الاول . 


خاصية (6 ).. 


[ 2 ) عامل مشترك من عناصر العمود الثالث 


خاصية ( 6 ) . 


(3- ) عامل مشترك من عناصر الصف الثاني ... 




















١ 1 0‏ 
١١ 020‏ | ##جد حل كل من انظمة المعادلات الآتية باستخدام المحددات : 


4 +يرد - »2 © 1- ديرد - »3 - للق 


1-“4- - لاد 3 - إ6 +» 


6 - 7 - د68 


0 - كا3 + ال4 
ثم استخدم المصفوفات لحل انظمة المعادلات المذكورة في سؤال (2) . 








#37اجد قيمة 10 التي تجعل لنظام المعادلات الاتية حلا : 
ظ [ -<لا2 +م« 
4 <لادم + عاق 
استخدم المحددات لحل انظمة المعادلات الاتية : 


(0) - 2 + اد + »- 9© 1 - 2 + ير + عا» 








280-22-1 -ك«اق [1- -2- نز 22-١‏ 
0)- 22+ بلا +م» ح د لا2 + *«ق 
3 "/ 1 
[ ح د22 تث + ع م خغع6 - ج + 3 + 2 -*38 ' 
4 ” 3 2 7 © 
2 - - 2 س ين + عاق 2 - 4 + لا -غ*«2 
0 - 22 +لزا - «ام 3 + 2ا- ح اج بيار 


!د 25 


جد قيم 10 التي تجعل لنظام المعادلات الاتية حلاً : 
0 - ج + يا -ي 
0 - مم + يا + يم 


2-1 + يادي« 


( اثبت ان المبادلة بين صفي محدد من الدرجة الثانية يغير من اشارتها فقط اي انه 




















